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Figura 1 - Modelo fisico

Equacao diferencial do movimento
Do Teorema do Movimento do Baricentro:
mX = —kx —cv + F(t)

Variaveis de estado
Descrevem onde o sistema esta e aonde ele vai.

{xl = X(t)
x; = v(t)
Equacbes de estado

X1 = X3

{ L S

Entrada
Forcante:

F(t) =u
Saida

Deslocamento da massa/distensao da mola:

x(t) =y



Matricialmente

. 0 1 X 0
1 = k 1
[xz] [—— = [xz] | FO
m m m
x =Ax + Bu

y=11 0[] +01F®
y=Cx+ Du

Ponto de equilibrio
Derivadas no tempo das varidveis de estado sao nulas. Definindo F, = 0.

x=v=0
v=20

_{xe=0

=0

Funcéo de transferéncia
Aplicando as transformadas de Laplace as equacgdes de estado

L] = F(s)
L[f®)] = sF(s) = f(0)

Obtemos o sistema

sX1 —x1(0) = X;

c k 1
SXZ - XZ(O) = _EXZ —EXI +EU

Impondo x;(0) = x(0) = 0 (sistema parte da posicdo de equilibrio) e x,(0) = v(0) = 0 (sistema
parte do repouso)

SXl = XZ

Xo=-Sx- Xy ly
Sz_mzmlm

Temos um sistema de equacdes algébricas (ndo mais diferenciais). Ou seja, podemos manipulé-lo de
maneira a obter
1

X =—m1U
L ms2 +ces+k

Lembrando que y = x = x;, definimos a funcdo de transferéncia G (s)

R 1 _N(s)
G(S)_E_msz+cs+k_D(s)

Notar que a ordem do denominador D(s) é superior & do numerador N(s).



Solucéo analitica

Este problema possui solucdo analitica, que seré apresentada para fins de comparagéo.
Definindo

Vale ressaltar que w, € a frequéncia natural do sistema.
Fazendo

F(t) =F,
A EDO do movimento é reescrita como

X+yi+ow Zx—&
0 m

Sendo as condicdes iniciais dadas por

{xo =x(t=0)
%, = %(t = 0)

Existem trés situacdes distintas:

1. Amortecimento subcritico (wg > y/2)

14
x(t) = Ae 2'cos(wt + @) + Fy /k

2
w = woz_yz

_1 (xo — Fo/K) /2 — %o
w(xo = Fo/k)

-1 Fo\? . Fo\ | .
A:?\/("O_?) w2 = oy (10 = ) + %

onde

com

@ = tan

2. Amortecimento critico (wy = y/2)

x(t) = e_%t(At +B) + Fy/k

com



3. Amortecimento supercritico (w, < y/2)

x(t) = Ae(_%w)t + Be(_%_ﬁ)t + Fy/k

onde

com

%o = (xo = Fo/K) (-5 + )

B = ~25

Resultados das simulac6es

a) m=1kg, k =900 N/m, c =10 Ns/m: amortecimento subcritico.

Resposta a degrau - Transformada de Laplace
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b) m=1kg, k =900 N/m, c = 60 Ns/m: amortecimento critico.

Resposta a degrau - analiticn
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c) m=1kg, k =900 N/m,c =100 Ns/m: amortecimento supercritico.
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Analise

Observa-se que os resultados obtidos pela funcdo de transferéncia sdo praticamente iguais
aqueles obtidos analiticamente nos casos “critico” e “supercritico”, mas no caso “subcritico”
apresentam uma pequena dessemelhanca aos resultados analiticos.

QUESTAO 1
Os autovalores A de A s&o tais que
det(A— AI) =0

em que | denota a matriz identidade.

-1 1
k C =
= 22
m m

Observa-se que os autovalores de A séo iguais as raizes do polindmio D (s)



c c? k

D(s) = k—s=—— _=
(s)=ms?+cs+k->s= T
Definindo
{2 c/2Vkm
no caso em que temos
<1k e
b,>—< =
¢ 4m? m
podemos entdo escrever
c |k 2
A= ———

+i|——=
2m =t m” am?
em que i = v—1 denota a unidade imaginaria.

Neste caso, verifica-se que

Al = wy
A =vAa- 2
B c k c? c |k c?
B 2m lm 4m? 2m m  4m?

IIl>

\/4m2 m 4m2 \/;

em que * denota o conjugado do nimero complexo e w, é a frequéncia natural do sistema.

Im{A} = /%— )

[Re{A)] _
|41
|Re{A}| c¢/2Zm ¢
Al Jk/m  2vkm

Observa-se também que

em que w € a frequéncia do sistema.

Ainda, demonstra-se que

a¢




QUESTAO 2
Para a construcdo do plano de fase, foram consideradas como condicdes iniciais
xo € {—=2,—1,0,1,2} [m] e %, € {-2,—1,0,1,2} [m/s].

a) m=1kg, k =900 N/m, c =10 Ns/m: amortecimento subcritico.

Palos- subeiitico

wvelocidade v [mis]

----------------

b) m=1kg, k =900 N/m, c = 60 Ns/m: amortecimento critico.

Polos - critico
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: amortecimento supercritico.

Palos- superciitico
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Cadigo do Scilab

Solucgéo por fungdo de transferéncia

//TRANSFORMADA DE LAPLACE//
//Pardmetros do sistema:

m=1 //massa [kg];

k=900 //constante eldstica [N/m];

¢=10 //constante de amortecimento [Ns/m].

// Definindo os polinémios da fungdo de transferéncia

// Numerador:

n=poly([1],'s','coeft")

// Denominador:

d=poly([k c m],'s','coeff") //observe a ordem contrdria dos coeficientes

// Montando a fungdo de transferéncia G, onde o pardmetro 'c' indica sistema de
//tempo continuo. Se for um sistema de tempo discreto, use o pardmetro 'd".
G=syslin('c’,n/d)

// Simulando o sistema para uma entrada degrau (F=0 para t<0 e F=1 para t>0)
// Definindo o vetor tempo:

t=0:0.01:2

// Definindo a entrada:

u=ones(t)

// Definindo o vetor de condigdes iniciais:

// O sistema é de segunda ordem, logo sdo duas condicdes iniciais.

// Ndo definindo as condicées iniciais o programa assume como sendo nulas.
x0=[0;0]; // x(0) = 0 e a derivada de x(t) no instante inicial tambem é nula.

// Realizando a simulagdo com o comando csim:

[y]=csim(u,t,G,x0);

// Abrindo uma nova janela de grdficos:

xset('window',1)

// Mostrando o resultado da simulagdo:

xset('thickness',2)

xset('font size',4)

plot2d(ty,2)

xtitle('Resposta a degrau - Transformada de Laplace','tempo t','Deformacdo da mola')
xgrid(0,1)

Solucgéo analitica

//ANALITICO

m =1 //massa [kg];

k =900 //constante eldstica [N/m];

¢ =10 //constante de amortecimento [Ns/m];
FO =1 //médulo da forcante [N].

//condicées iniciais:
x0 = 0 //posicdo inicial [m];
xp0 = 0 //veocidade inicial [m/s].

gama =c/m
omegal = sqrt(k/m)

//vetor tempo:
t=0:0.01:2

if omega0 > gama/2 then
//caso sub-critico

omega = sqrt(omega0”2-gama”2/4)
phi = atan((gama/2*(x0-F0/k)-xp0)/(omega*(x0-F0/k)))
A = sqrt((x0-FO/k)"2*omega” 2-xp0*gama*(x0-F0/k)+xp0"2) /omega



funcprot(0)
function x=deslocamento(t)

X = -A*exp(-gama/2*t).*cos(omega*t+phi)+F0/k
endfunction

elseif omega0 == gama/?2 then
//caso critico

A =xp0+gama/2*(x0-F0/k)
B =x0-F0/k

function x=deslocamento(t)
X = exp(-gama/2*t).*(A*t+B)+F0/k
endfunction

elseif omega0 < gama/” then
//caso super-critico

betaa = sqrt(gama”2/4-omega0”2)
A = (xp0-(x0-F0/k)*(-gama/2-betaa))/(2*betaa)
B = (xp0-(x0-F0/k)*(-gama/2+betaa))/(-2*betaa)

function x=deslocamento(t)
x = A*exp((-gama/2+betaa)*t)+B*exp((-gama/2-betaa)*t)+F0/k
endfunction

end
y=deslocamento(t)

xset('window',2)

//plotando

xset("thickness',2)

xset('font size',4)

plot2d(ty,2)

xtitle('Resposta a degrau - analitico’,'tempo t','Deformacdo da mola')
xgrid(0,1)

Plano de fase

//PLANO DE FASE

//Pardmetros do sistema:

m=1 //massa [kg];

k=900 //constante eldstica [N/m];

¢=100 //constante de amortecimento [Ns/m].

// Definindo os polinémios da fungdo de transferéncia

// Numerador:

n=poly([1],'s','coeft")

// Denominador:

d=poly([k c m],'s','coeft") //observe a ordem contrdria dos coeficientes

// Montando a fungdo de transferéncia G, onde o pardmetro 'c’ indica sistema de
//tempo continuo. Se for um sistema de tempo discreto, use o pardmetro 'd".
G=syslin('c’,n/d)

// Simulando o sistema para uma entrada degrau (F=0 para t<0 e F=1 para t>0)
// Definindo o vetor tempo:

t=0:0.01:2

// Definindo a entrada:

u=zeros(t) //forcante externa nula

//varre alguns conjuntos de condigdes iniciais
fori=0:4
forj=0:4
x0=[i-2;j-2]; //condigées iniciais



[y]=csim(u,t,G,x0); //posicdo
[v]=diff(y)/(0.01); //velocidade
plot2d(y(1:$-1),v,2) //plota v(y)
end
end

xtitle('Plano de fase - supercritico’,'posi¢do x [m]','velocidade v [m/s]")
xgrid(0,1)

//polos
lambdal=-c/(2*m)+sqrt(c*2/(4*m”"2)-k/m)
lambda2=-c/(2*m)-sqrt(c*2/(4*m”"2)-k/m)

//plotando os polos no plano complexo
xset('window',2)
plot(real(lambdal),imag(lambdal), 0")
plot(real(lambda2),imag(lambda2), 0")

xtitle('Polos - supercritico’,'Re’,'Im")
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