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1 INTRODUCAO

Na sexta lista sera analisado o comportamento de um dado sistema mecénico frente a uma
variedade de valores de parametros escolhidos de tal forma que o sistema apresente resultados
diferentes para dados parametros. Além disso, serd abordado também a utilizacdo da funcéo de

transferéncia para o sistema estudado, bem como algumas de suas implicacdes.

2 ANALISE DO SISTEMA

O sistema a ser analisado € o apresentado na Figura 1 que pode ser observada logo mais abaixo.
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Figura 1 - Sistema mecanico a ser estudado

2.1 Espaco de estados (EE)
O movimento do sistema mecanico apresentado anteriormente pode ser descrito pela seguinte
equacéo diferencial abaixo, onde x(t) indica o deslocamento da massa m.

o L, C. k F@
mi+cx+kx=F(t)>X+—x%x+—x=——
m.m m

Na forma de espago de estados, essa equacdo pode ser apresentada da seguinte maneira,

considerando-se que a entrada € u = F(t).

0 1 [0
p=Ap+Bu-p=|_k c|lp+|L1|F(®
m m lm
-
y=x,=x->y=Cp+Du=1[1 O]L.C+[0]F(t)




2.2 Funcdo de transferéncia

O sistema de equacdes que regem o comportamento do sistema mecanico em questdo € o

descrito logo abaixo.

561=x2
. k c +F(t)
Xy = ——X; ——Xp + ——
2 m 1 m 2 m

Aplicando a transformada de Laplace tem-se o seguinte desenvolvimento.

SXl - xl(O) == X2

4

k c
SXZ - xz(O) = _Exl _EXZ +E

Resolvendo este ultimo sistema para X; e adotando condicdes iniciais nulas tem-se o0 seguinte

resultado.
k c F'
s?X, =——X, ——sX;,—— > X, (ms?+cs+k)=F'
m m m
X, = F
L ms2+cs+k

Como y = x; = x, vem 0 préximo desenvolvimento.

F' 1
= oY =—r—F oY =_G()F
ms?2+cs+k ms?+cs+k (s)
Assim a funcdo de transferéncia é dada pela seguinte formula.

1

G(s)= ———
(s) ms2+cs+k

2.3 Simulagéo do sistema mecanico
Afim de observar-se o comportamento de fato do sistema em estudo, foi feita uma simulagéo

em Scilab utilizando-se o0 método do espaco de estados. Nesta simulacdo foram abordados trés casos

.. . ~ b .
distintos relacionados ao parametro { = T sempre fixando-se a massa m = 1,0 kg e a constante

do amortecedor em b = 10 N.s/m e variando-se a constante da mola.

Para ¢ < 1 foi utilizado k = 400 N/m e foram obtidos os graficos da Figura 2 e da Figura 3.
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Figura 2 - Grafico da oscilacdo da massa em funcdo do tempo
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Figura 3 - Grafico da velocidade da massa em funcgéo do tempo

Ja para ¢ = 1 foi utilizado kK = 25 N/m e obteve-se os seguintes graficos da Figura 4 e da

Figura 5.
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Figura 4 - Grafico da oscilacdo da massa em funcdo do tempo
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Figura 5 - Grafico da velocidade da massa em func¢éo do tempo

Por fim para ¢ > 1 foi utilizado k = 15 N/m e foram obtidos os seguintes graficos da Figura 6

e da Figura 7.
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Figura 6 - Grafico da oscilacdo da massa em funcdo do tempo
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Figura 7 - Grafico da velocidade da massa em funcgéo do tempo

2.4 Licdo de casa — exercicio 1
A matriz A foi obtida anteriormente e é apresentada logo mais junto com a obtenc¢do de seu

polindmio caracteristico.



0 1 0—z 1
k i]—wc(z}=det[ k c ]

-—— ———z
m m m m

A=

_ 2, C Kk
p.(z) =z +mz+m

Suas raizes séo obtidas fazendo-se o calculo a seguir.
mz?+cz+k=0

B —c+Vc? —4mk

2m

VA

Da mesma forma, as raizes do polinémio do denominador da fungéo de transferéncia podem
ser obtidas com o seguinte desenvolvimento.
ms?+cs+k=0

B —c+Vc? —4mk

2m

S

Com isso nota-se que, de fato, as raizes de ambos os polinbmio coincidem. Agora leve-se em
consideracdo dos dados numéricos empregados na simulacdo apresentada anteriormente tal que ¢ <
1. Em posse destes valores, calculando-se as raizes através das formulas desenvolvidas anteriormente,

obtém-se os seguintes valores complexos conjugados.

7 =s"=-5-5i15
7" =5s" = -5+5iV15

Note que o mddulo dessas raizes € igual a frequéncia natural do sistema massa-mola-

amortecedor.

k
Iz'| = |2"| = |s'| = |s"| = \/52 +(5 ><\/1_5)2 =+/400 = 20 = -

Além disso, dividindo-se 0 mddulo da parte real do nimero complexo pelo médulo do proprio

nimero complexo obtém-se o coeficiente de amortecimento.

V52 5 b 10 5
V400 20 2Vkm  2v/400x1 20



Por fim € possivel perceber que a frequéncia de oscilacéo é igual ao modulo da parte imaginéria

da raiz calculada.

h / 5 \°
= x |— —{%) =~ — |l = =~
5x V15 = 19,365 m\/(l ¢ V400 x |1 (\/W> 19,365 = w,q

2.5 Licao de casa — exercicio 2

Para o exercicio 2 sera adotada entrada nula, logo F(t) = 0. Além disso, serdo adotadas
condicdes iniciais ndo nulas a serem especificadas para diferentes casos relacionados aos tipos dos
polos pretendidos (complexos, reais e iguais, reais e diferentes). Por fim, as simula¢cdes tomardo como

base a representacdo na forma de espaco de estados, tomardo como fixos os parametros de massa m =

_ o R e e e e . _x01_7x02_3
1 kg e b =10 N.s/m e usardo trés condigdes iniciais ndo nulas distintas: [5601] = [5] [5602] = [1] e

Xo . N -

[%3] = [g] Cabe ainda a ressalva de que os seréo plotados os polos no plano complexo e os graficos
3

da velocidade em func¢édo da oscilacdo (posi¢do) da massa.

Para a obtencdo de polos complexos, usa-se k = 400 N/m, com o qual se obtém os polos

complexos ja calculados anteriormente.

s’ = =5 —5iV15

ZI

z" =s" = -5+ 5iV/15
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Figura 8 - Polos no plano complexo
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Figura 9 - Velocidade em funcédo da posi¢do da massa

Para a obtencédo de polos reais iguais, usa-se k = 25 N/m, com o qual se obtém os seguintes

polos.
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Polos no plano complexo
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Figura 10 - Polos no plano complexo
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Figura 11 - Velocidade em funcédo da posicdo da massa

Por fim, para obter-se os polos reais distintos, usa-se k = 15 N/m, com o qual sdo calculados

0s seguintes polos.

s'=-5-+10
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Figura 12 - Polos no plano complexo
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Figura 13 - Velocidade em funcéo da posi¢ao da massa
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4 APENDICE

41 Cédigo 1

/I Definindo os parametros do sistema:
m=1// Massa do corpo [kg];

¢=10; // Constante de amortecimento [N.s/m]
k=400; // Constante da mola [N/m]

/I Matrizes do sistema:

A=[0 1; -k/m -c/m];

B=[0;1/m];

C=[10];

D=[0];

/I Montando o sistema:
massa_mola_amort=syslin('c’,A,B,C,D);
/I Definindo o vetor tempo:

t=0:0.01:2;

/I Definindo a entrada:

u=ones(t);

/I Condicdes iniciais:

x0=[0;0];

/I Além de calcular a saida y, a funcéo csim também permite obter o estado x:

[y,x]=csim(u,t,massa_mola_amort,x0);

/I Abrindo uma nova janela de graficos:

xset(‘window',1)

/I Mostrando o resultado da simulagéo:

plot2d(t,x(1,:),2)

xtitle('Oscilacdo da massa','t[s]','Deformacgéo da mola/Posi¢ao da massa [m]’)
[/l Abrindo uma nova janela de gréficos:

xset('window',2)

/I Mostrando o resultado da simulacgéo:

plot2d(t,x(2,:),2)

xtitle("Velocidade da massa','t[s]','Velocidade da massa [m/s]")

4.2 Codigo 2

// Definindo os parametros do sistema:
m=1 // Massa do corpo [kg];

¢=10; // Constante de amortecimento [N.s/m]
k=400; // Constante da mola [N/m]

/I Matrizes do sistema:

A=[0 1; -k/m -c/m];

B=[0;1/m];

C=[10F;

D=[0];

/I Montando o sistema:
massa_mola_amort=syslin('c’,A,B,C,D);
/I Definindo o vetor tempo:

t=0:0.01:2;

13



/l Definindo a entrada:

u=zeros(t);

/I Condicdes iniciais:

x01=[7;5];

x02=[3;1];

x03=[4;3];

I/l Além de calcular a saida y, a funcdo csim também permite obter o estado x:
[y1,x1]=csim(u,t,massa_mola_amort,x01);
[y1,x2]=csim(u,t,massa_mola_amort,x02);
[y3,x3]=csim(u,t,massa_mola_amort,x03);

// Abrindo uma nova janela de gréficos:

xset('window',1)

/I Mostrando o resultado da simulacéo:
plot2d(x1(1,:),x1(2,:),style=color("red"))
plot2d(x2(1,:),x2(2,.),style=color("blue™))
plot2d(x3(1,:),x3(2,:),style=color("green™))

xtitle("Velocidade em funcéo da oscilacdo da massa’,'Oscilacdo[m]’,'Velocidade[m/s]’)
leg = legend(['[7,5];'[3,1]';'[4,3]T)

[/l Abrindo uma nova janela de gréficos:

xset('window',2)

// Plotando os polos (mudar de acordo com o caso simulado):
r1=-5// Parte real do primeiro polo

imgl=-5*sqrt(15) // Parte imaginaria do primeiro polo

r2=-5 // Parte real do segundo polo

img2=5*sqrt(15) // Parte imaginaria do segundo polo
q=0cf()

g.background = -2;

v=gca()

v.data_bounds = [-30,-30;30,30];

xgrid();

plot2d ([0 r1],[0 imgl],style=color("red™))

plot2d([0 r2],[0 img2],style=color("green™))

xtitle('Polos no plano complexo','Eixo dos nimeros reais','Eixo dos nimeros complexos')
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