PME 3380 — Modelagem de Sistemas Dinamicos

LISTAE
Tiago Vieira de Campos Krause 9836238

Exercicio:

Obtenha as equacdes de estado e a funcdo de transferéncia do seguinte sistema, e simule para uma
entrada F(7) do tipo degrau (experimente outros tipos de entrada também), considerando a deformacdo
x(#) da mola como saida:
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Simule o sistema para diferentes valores de m, c e k, de tal forma que se tenha uma simulacdo para cada
- - b b - b
um dos trés casos a seguir: £ = <1, = =1, f= >1
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Equacdes de estado:
e Variaveis de estados:
v(t): velocidade horizontal do bloco (variavel relacionada com a energia cinética do bloco).
x(t): deflexdo da mola (variavel relacionada com a eneria potencial elastica da mola).
e Entradas u:
F(t): forca de entrada do tipo degrau.
e Saiday:
x(t): deflexdo da mola.
e Parametros:
m : massa do bloco.
k : rigidez da mola (constante elastica).
C : constante do amortecimento.
¢ Obtencdo das equacbes:
Pela cinematica x(t) = v(t)

F(t)—kx(t)—cv(t)
m

Pelo TMB: mv(t) = F(t) — kx(t) — cv(t) — v(t) =

o Definicdo matricial:

Sendo x; = x, x, = v e u = F(t), as equagdes podem ser escritas na forma matricial:




Tendo definido as entradas e saidas, obtém-se:

y=11 0l-[}]+ 0]

Aplicando a transformada de Laplace:

SX]_ - xl(O) = XZ
k c 1
SXZ _XZ(O) = —EXl _EXZ +EU

Como x,(0) =0 e x,(0) =0, entao sX; = X, €:

1

X =—-5—F-U=Y
L7 (ms? + k + ¢s)
JaqueY =G(s)U, entdo:

1

G(s) = (ms® + k + cs)

Utilizando o seguinte cddigo foram realizadas as simulagées para m=1kg e k=900N/m e variando o
valorde c paraoscasosé <1,&=1eé > 1, considerandotde 0 a 1s:
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Para ¢ = 0.5 < 1, definiu-se a seguir a deformacéo da mola e velocidade da massa:
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Figura 1 — Deformacé&o da mola
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Figura 2 — Velocidade da massa



Para ¢ = 1:

Deformacao da mola
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Figura 3 — Deformacéo da mola

Resposta a degrau

0.1 0.2 03 0.4 0.5 06 0.7 08

tempo t

Figura 4 — Velocidade da massa



Para ¢ =

Deformacao da mola
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Figura 5 — Deformacg&o da mola
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Figura 6 — Velocidade da massa



Licao de casa:

1 — Considerando o exercicio anterior, calcule os autovalores da matriz A e calcule
as raizes do polindémio no denominador da funcio de transferéncia e compare. Estas

; = g 2 b

raizes (e os autovalores) sdo os polos do sistema. Para o caso { = T <1, observe
Z\NKm

que as raizes (e também os autovalores) sio nimeros complexos. Verifique que o

modulo deste niimero complexo € igual a freqiiéncia natural do sistema massa-mola-

amortecedor. Verifique ainda que dividindo o moédulo da parte real do niumero

complexo pelo moédulo do nimero complexo se obtém o coeficiente de

amortecimento. Observe que a freqiiéncia de oscilacido ¢ igual ao médulo da parte
imaginaria do polo.

Calculando os autovalores de A:

0 1
A= k c]
m m
-1 1
detjA—AIl=| k _i_/l=0
m m

Determinando as raizes do polindBmio no denominador da fungéo de transferéncia:

1

G(s)=—s———
) (ms* + k + cs)
ms?+cs+k=0

—c+Vc? —4km

2m

S =

Para¢ <1, c < 2vkme c? —4km <0, logo os autovalores de A ou as raizes de s sdo nameros

. . L. +4km-c? .
complexos para esse caso, tendo parte real igual a — i e parte imaginéria igual a Ew—

O modulo dos poélos complexos do sistema sera entdo dado por:

2
3 ¢\ [(EIc2—4km|i\  |cZ—ct+4km |k
= |50) (T ) e

Percebe-se que o modulo é igual a frequéncia natural do sistema massa-mola-amortecedor:

w, = |—
nom

Dividindo-se o modulo da parte real do p6lo complexo pelo modulo do nimero complexo obtém-se:



C
IPreall _2m _ €

Il [k 2vkm

m
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O célculo da frequéncia de oscilagdo amortecida é dada por w; = w,/1 — &%, desenvolvendo a

equacéo:
’k ’ c k (4km  c? 1
= — — 2: —_—— :_W, —c?
Wa = m 1 (Zw/km> \/m<4km 4km> 2m Hem — ¢

Sendo ela igual ao médulo da parte complexa do pdlo.

2 — Simule o sistema do exercicio para entrada nula e diferentes condicdes iniciais
nio nulas. Mostre o grafico de v por x, e experimente mudar os parametros do
sistema, tal que se obtenha 3 situacdes diferentes: polos complexos, polos reais e
iguais, e polos reais e distintos. O resultado pretendido sdo trés figuras. Na primeira
figura mostre simultaneamente os resultados de diversas simulacdes com diferentes
condicdes iniciais, mas com os mesmos parametros, tais que os poélos sejam
complexos. Na segunda figura mostre simultaneamente os resultados de diversas
simulacoes com diferentes condi¢des iniciais, mas com os mesmos parametros, tais
que os polos sejam reais e iguais. Na terceira figura mostre simultaneamente os
resultados de diversas simulacdes com diferentes condicdes iniciais, mas com o0s
mesmos parametros, tais que os pélos sejam reais e distintos. Para cada figura
construa outra figura mostrando os poélos correspondentes no plano complexo.
Observe a ligacio entre o comportamento transitorio e a posicio dos poélos no plano
complexo.

Foram realizadas as simulacdes para os casos de pélos complexos (¢ = 0.5 < 1), pélos reais e
iguais (¢ = 1) e polos reais e distintos (¢ = 2 > 1) considerando a entrada nula e as condigbes
iniciais [1; 0], [0; 1], [1; 1], [2; 1] e [1; 2].



Para & = 0.5:
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Figura 7 — Velocidade da massa por deformagéo da mola

Figura 8 — Pdlos do sistema no plano imaginario
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Figura 9 — Velocidade da massa por deformagédo da mola

Figura 10 — Pdlos do sistema no plano imaginario
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Figura 11 — Velocidade da massa por deformacao da mola

Figura 12 — Pdlos do sistema no plano imaginario



