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Exercício: 

 

Equações de estado: 

• Variáveis de estados: 

𝑣(𝑡): velocidade horizontal do bloco (variável relacionada com a energia cinética do bloco).  

𝑥(𝑡): deflexão da mola (variável relacionada com a eneria potencial elástica da mola). 

• Entradas 𝑢: 

𝐹(𝑡): força de entrada do tipo degrau. 

• Saída 𝑦: 

𝑥(𝑡): deflexão da mola. 

• Parâmetros: 

m : massa do bloco. 

k : rigidez da mola (constante elástica). 

c : constante do amortecimento. 

• Obtenção das equações: 

Pela cinemática �̇�(𝑡) = 𝑣(𝑡) 

Pelo TMB: 𝑚�̇�(𝑡) = 𝐹(𝑡) − 𝑘𝑥(𝑡) − 𝑐𝑣(𝑡) → �̇�(𝑡) =
𝐹(𝑡)−𝑘𝑥(𝑡)−𝑐𝑣(𝑡)

𝑚
 

• Definição matricial: 

Sendo 𝑥1 = 𝑥, 𝑥2 = 𝑣 e 𝑢 = 𝐹(𝑡), as equações podem ser escritas na forma matricial: 
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Tendo definido as entradas e saídas, obtém-se: 

𝑦 = [1 0] ∙ [
𝑥1

𝑥2
] + [0] ∙ 𝑢 

 

Aplicando a transformada de Laplace: 

𝑠𝑋1 − 𝑥1(0) = 𝑋2 

𝑠𝑋2 − 𝑥2(0) = −
𝑘

𝑚
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Como 𝑥1(0) = 0 e 𝑥2(0) = 0, entao 𝑠𝑋1 = 𝑋2 e: 

𝑋1 =
1

(𝑚𝑠² + 𝑘 + 𝑐𝑠)
𝑈 = 𝑌 

Já que 𝑌 = 𝐺(𝑠)𝑈, então: 

𝐺(𝑠) =
1

(𝑚𝑠² + 𝑘 + 𝑐𝑠)
 

Utilizando o seguinte código foram realizadas as simulações para m=1kg e k=900N/m e variando o 

valor de c para os casos 𝜉 < 1, 𝜉 = 1 e 𝜉 > 1, considerando t de 0 a 1s: 

 



Para 𝜉 = 0.5 < 1, definiu-se a seguir a deformação da mola e velocidade da massa: 

 

Figura 1 – Deformação da mola 

 

Figura 2 – Velocidade da massa 



Para 𝜉 = 1: 

 

Figura 3 – Deformação da mola 

 

Figura 4 – Velocidade da massa 

 



Para 𝜉 = 2 > 1: 

 

Figura 5 – Deformação da mola 

 

Figura 6 – Velocidade da massa 



Lição de casa: 

 

Calculando os autovalores de A: 
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Determinando as raízes do polinômio no denominador da função de transferência: 

𝐺(𝑠) =
1

(𝑚𝑠² + 𝑘 + 𝑐𝑠)
 

𝑚𝑠2 + 𝑐𝑠 + 𝑘 = 0 

𝑠 =
−𝑐 ± √𝑐2 − 4𝑘𝑚
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Para 𝜉 < 1, 𝑐 < 2√𝑘𝑚 e 𝑐2 − 4𝑘𝑚 < 0, logo os autovalores de A ou as raízes de s são números 

complexos para esse caso, tendo parte real igual a −
𝑐

2𝑚
 e parte imaginária igual a 

±√4𝑘𝑚−𝑐²

2𝑚
𝑖. 

O módulo dos pólos complexos do sistema será então dado por: 
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Percebe-se que o módulo é igual à frequência natural do sistema massa-mola-amortecedor: 

𝜔𝑛 = √
𝑘

𝑚
 

Dividindo-se o módulo da parte real do pólo complexo pelo módulo do número complexo obtém-se: 



‖𝑝𝑟𝑒𝑎𝑙‖

‖𝑝‖
=

𝑐
2𝑚

√ 𝑘
𝑚

=
𝑐

2√𝑘𝑚
= 𝜉 

O cálculo da frequência de oscilação amortecida é dada por 𝜔𝑑 = 𝜔𝑛√1 − 𝜉², desenvolvendo a 

equação: 
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Sendo ela igual ao módulo da parte complexa do pólo. 

 

 

Foram realizadas as simulações para os casos de pólos complexos (𝜉 = 0.5 < 1), pólos reais e 

iguais (𝜉 = 1) e pólos reais e distintos (𝜉 = 2 > 1) considerando a entrada nula e as condições 

iniciais [1; 0], [0; 1], [1; 1], [2; 1] e [1; 2]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Para 𝜉 = 0.5: 

 

Figura 7 – Velocidade da massa por deformação da mola 

 

Figura 8 – Pólos do sistema no plano imaginário 



Para 𝜉 = 1: 

 

Figura 9 – Velocidade da massa por deformação da mola 

 

Figura 10 – Pólos do sistema no plano imaginário 



Para 𝜉 = 2: 

 

Figura 11 – Velocidade da massa por deformação da mola 

 

Figura 12 – Pólos do sistema no plano imaginário 


