PME3380 - Exercicios 27/08

Enzo Zugliani

September 1, 2020

Resolugao dos exercicios de sistemas mecanicos presentes no final dos slides dados em aula.
Em todos os equacionamentos, o sistema é admitido perturbado em torno do equilibrio, de
modo que os termos de forca peso nao sao considerados.

Exercicio 1.a - Sismoégrafo

Figure 1: Sismoégrafo-esquematico
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Define-se x > y, © > 1. As forcas elastica e viscosa podem ser definidas como:

Fy=k(z —y)
Fy =b(1 —y)

Pode-se escrever entao a segunda lei de newton para a massa suspensa:

mx =—F, — F,=>
mi = —k(x — ) — bl — §) =
ma + bx + kx = by + ky



Exercicio 1.b - Acelerometro

Figure 2: Acelerometro-esquematico
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O equacionamento para o acelerometro é muito semelhante ao do sismoégrafo, porém
considera-se :

z=x—Yy z=x—y Z=a—y
E portanto pode-se escrever a segunda lei em termos de z e §:

mi = —k(z —y) - b(i =) =
m(Z+ ) = —kz — bz =
mzZ+bz+kz=—y



Exercicio 2 - Maquina rotativa

Figure 3: Méaquina rotativa-esquematico
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Com = >y, © > v, e considerando os termos com subscrito 1 referentes a massa superior
e 2 referentes a inferior, as forgas sao:

i = ko(r —y)
Fp = ba(i - y)
Fro = ky
Fyo = by

F(t) = mirw?

A segunda lei de newton para a massa superior pode ser escrita:

mi = _Fkl — Fbl =
mi = —ko(z —y) — bo(Z — y) =
ma + b, + kox = by + kay



Para a massa inferior, pode-se escrever
Mi = Fy + Fyy — Fro — Fro + F(t) =
Mi=ky(r—y)+b(z—9)—ky—by+ F(t) =
Mij+ (by + b)Y + (kg + k)y = byd + kox + myrw?

Exercicio 3.a - Carrinho de transporte (massa desprezivel)

Figure 4: Carrinho de transporte-esquematico
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Se a massa da carreta é desprezivel, a forca u é transferida imediatamente para a massa
m, de modo que o sistema pode ser descrito simplesmente por:

miy=u

Exercicio 3.b - Carrinho de transporte (massa M con-
siderada)

Define-se a coordenada horizontal do carrinho como x, e x > y, £ > 9. As forcas elastica
e viscosa sao:

Fy =k(z —y)
Fy,=b(2 —9)



Escrevendo a segunda lei de Newton para a massa transportada:
my = Fy, + F, =
mij = kw —y) +bx — ) =
my + by + ky = bx + kx
Do mesmo modo, para a carreta:
Mi=u—F,— I, =
Mi=u—kx—y)—bx—y) =
Mz +bx+ kx=by+ ky+u

Exercicio 4.a - 1/2 Carro com Lagrange

Figure 5: 1/2 Carro-esquemético
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Definiu-se a como a distancia entre a extremidade esquerda do chassis e seu centro de
gravidade e x, como o deslocamento vertical de tal extremidade. E b como a distancia do
centro de gravidade até a extremidade direita e x;, como seu deslocamento vertical. Temos
as seguintes restri¢coes cinematicas:

TG = Tq + asin(f)
Tq = Zq + acos(0)6

xp = xg + bsin()
(0)

Xy = X + bcos(6)0



A energia cinética total T, energia potencial total V, dissipacao total R e funcao de Lagrange
L = T - V podem entao ser escritas:
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Para a coordenada generalizada xq, temos:

g—]i = —k(xy — z1) — k1(x1 — xp)
0L .
8_:51 = miT
g—ﬁ = by (2, — 2)
d OL .
E<a_l‘1> =M1

i< oL - oL N OR
dt 81’1 8x1 8x1
mlx"l + ]{5(1‘1 — Zl) + kl(xl — l’b) + bl(Jfl — fb) =0=
ma@ + bidy + (k4 k1)xy = by (g + beos(0)0) + ki (xg + bsin(0)) + kz(t)

Para x5, escreve-se:

g_i; = —k(xg — 2z2) — ka(xg — x,)
oL .
5_$'2 = MaX2
o (e —
d OL .
E(G_mg) = MaTy

i<aL oL N oR
dt aZEQ 81'2 81’2 B
mgxg + k(xg — ZQ) + /{32(1’2 — l‘a) + bg(l:g — ZE.a) =0=
maEy + bas + (k + ka)xa = ba (g — acos(H)é) + ka(xg — asin(0)) + kz(t + 1/v)




Para zq:

oL

WG = k’l(l'l — ZL‘b) + k’Q(ZL‘Q — ZL'a)

oL

81’.@ re

OR ) . . .

%.G = —51(201 - $b) - b2($2 - %)
d , OL .
d, 0L oL OR

()= ot o =

dt loAde org  O0re
Mg — ky(xy — xp) — ko(xg — 4)—b1 (21 — %) — bo(2e — 2Z,) =0 =
MZg + (by + ba)Xe + (k1 + ko) xg = by (€1 — bcos(0)0) + by (4 + acos(0)0)+
+ki(x1 — bsin(0) + ka(x2 + asin(0))

Finalmente, para 0:

g—g = —ki(z1 — b1)bcos(8) + ka(xe — z4)acos(6)
OL _ jg
o0
OR . : :
i —by (21 — 2p)bcos(8) + ba (2o — zy)acos(6)
d OL
E<£) =Jo

1(3_[/) — a_L + % =
dt 99’ 90 96
JO — k1 (21 — xp)bcos(0) + ka(xg — x4)acos(0) — by (21 — 2p)bcos(0) + be(2y — 24)acos(0) = 0 =
JO — kybcos(0)(xy — g — bsin(0))+kyacos(8)(x2 — ze + asin(0))
—bybcos(0) (£, — g — bcos(0)0) + byacos(0) (2, — ¢ + acos()8) =0

Exercicio 4.b - 1/2 Carro com Lagrange (dngulos pe-
quenos)

Para angulos pequenos, pode-se realizar as aproximacoes:



Assim, as equacoes diferenciais que regem o sistema podem ser escritas:

my@y + by + (k4 k1)xy = by (g + bO) + ky(zg + bO) + kz(t)
Ma®s + bads + (k + ko) 2 = by (e — a) + ka(xe — ab) + kz(t +1/v)
Mg + (b1 + b2)xe + (k1 + k2)xg = by (21 — bO) + ba (22 + aé)—}—
+ki(x1 — b0 + ko (22 + ab))
JO — kyb(xy — 2 — bO)+kqa(xs — xc + ab)
—byb(# — T — bO) + bya(dy — Tg + ad) =0

Exercicio 5.a - Péndulo invertido em carrinho (Newton)

Figure 6: Péndulo em carrinho
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Define-se a posigao do centro de massa do péndulo como (xg,ys) € as reagdes na junta

P como R, e R,. E possivel escrever entao a segunda lei de Newton aplicada ao carrinho(ao
longo de x):

Mz=—-R,+u



Pode-se também escrever a segunda lei ao longo de x e y, e o TMA aplicado ao péndulo
levando em conta que o polo P tem aceleracao nao nula:

mzag = R,
myc = Ry — P
JO = lmgsin() — (P — G) X ap
Calculando-se o produto vetorial:
(P —G) x Ay =y,
Eliminando R, das equagoes realizando as substitui¢coes necessarias, obtém-se o sistema:
Mz +mic =u
JO = Imgsin(0) — y,i
As relagoes cinematicas entre péndulo e carrinho podem ser escritas como:
re = x + lsin(6)
v = @ + lcos(0)d

T = @ + I(—sin(0)0? + cos(0)6)
Yo = lcos(0)

Yo = —lsin(0)0
Substituindo adequadamente, encontra-se as equagoes do movimento do péendulo:

(M + m)& + mlcos(0)6 — mlsin(0)0* = u
JO = mglsin(0) — mlcos(0)i

Exercicio 5.b - Péndulo invertido em carrinho (Lagrange)

A energia cinética total T e energia potencial total V podem ser escritas:

Mi2 -2 - 2 J/Q'2
i +m(xG + ye”) N

2 2 2
V' =mgyc

T =

Onde J' é o momento de inércia em relacao ao centro de massa, que pode ser relacionado ao
momento referente ao polo P pelo teorema de eixos paralelos. Realizando as substituicoes
adequadas e aplicando as restri¢coes cinematicas, calcula-se o lagrangiano da funcao:

Jo?

Mi? -
_ M, %(;ﬁ + 220lcos(h)) + - mglcos(f)
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Para a coordenada generalizada z, temos:

OL

Fr 0

oL .

oL _ 4. :

o & + md 4+ mlcos(6)0)
d 0L . .
o ( 8j:) &+ mi + ml(—sin(0)8~ + cos(6)0)
i(a_[’) _ oL _
dt" 0z or

(M + m)i& + mlcos(0)0 — mlsin(0)0? = u

Para a coordenada generalizada 6:

g—g = —mlisin(0) + mglsin(0)

% = mlicos(0) + JO
%<Z_§) = mlicos(0) — mli‘sin(ﬁ)é +J0
i(a_L) _9L _
dt 90’ 00

JO = mglsin(0) — mlcos(0)i

10



