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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo tratar dos chamados trés problemas classicos, partindo
do principio de que, apesar de terem surgido através da geometria grega, suas resolugdes sao
impossiveis através de metodologias puramente geométricas e sua resolucdo somente é
possivel através de métodos algébricos.

Os trés problemas classicos sdo: a quadratura do circulo, a duplicacdo do cubo e a trissec¢do do
angulo. Estes sdo problemas da geometria do periodo de Euclides que ndo podem ser resolvidos
somente através do uso de régua (sem escalas) e compasso, um método geométrico através do
qual, sé é possivel obter medidas e resultados de numeros construtiveis.

Através da tentativa de construcdo desses trés problemas classicos houve um grande
desenvolvimento na darea da matemitica.

Introducgao

No periodo da antiguidade na Grécia, surgiram grandes pensadores, pessoas que se dedicavam
a reflexdo de diversos temas relacionados as relagdes humanas e naturais. Em especial, os
chamados fildsofos naturais, observavam fendémenos da natureza na tentativa de compreender
e poder explicar o mundo, o universo e a existéncia através da razdo, sem recorrer a explicacdes
sobrenaturais dos deuses. A matematica, a principio usada como uma ferramenta pratica para
o dia a dia das pessoas (administracdo das cidades e aldeias, colheita, marca¢do do tempo,
contagem de rebanho), passou a ser explorada por alguns desses filésofos como Euclides e Tales
de Mileto, (ndo de maneira pratica, pois em seus primérdios na Grécia a filosofia ndo tinha o
intento de ter uma aplicagdo na realidade), na drea de geometria.

Os trés problemas classicos a serem tratados foram desenvolvidos através das chamadas
ferramentas euclidianas: uma régua ndo graduada e um compasso. Os sistemas métricos e suas
convengdes, tais quais as conhecemos hoje, ndo existiam na Grécia antiga, e as unidades de
medida podiam mudar de acordo com os governantes locais e as cidades-estados gregas (por
exemplo, uma parte do corpo do governante como sua mao podia ser usada como unidade de
medida, mas assim que esse governante morria, o préximo governante podia mudar esta
determinagdo), portanto para os presente problemas, a régua ndo tinha graduacdo e era
admitido uma medida x qualquer para estabelecer como unidade de medida. O compasso era
efetivamente usado para fazer as medidas dos seguimentos de reta tracados pela régua, ndo
ficando restrito somente para desenhar circunferéncias.
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Para compreender os trés problemas cldssicos é necessario entender o conceito e as
propriedades dos nimeros construtiveis, uma vez que constru¢ées geométricas com régua e
compasso s6 podem ser feitas com esse conjunto numérico. Veremos que se trata de um
conjunto numérico contido dentro do conjunto dos nimeros reais que podem ser representados
por um segmento de reta de mddulo x, obtido através de uma quantidade limitada de
procedimentos com a régua e o compasso. Usaremos o simbolo “~ para representar este
conjunto. Os problemas classicos tem como principal caracteristica o fato de ndo poderem ser
resolvidos somente com uso de régua e compasso, pois somente numeros construtiveis podem
ser inferidos com este método, portanto inserido nestes problemas teremos um elemento



numérico fora do conjunto . Estes elementos tém a denominagdo de numeros transcendentes
e ndo podem ser construidos através do uso de régua e compasso. Sdo exemplos de nimero
transcendentes os nimeros 1t e o numero de Euler representado por e.

Na tentativa de conseguir resolver os problemas classicos foi possivel verificar que somente
podiam ser resolvidos com recursos algébricos desenvolvidos posteriormente.

Numeros Construtiveis e Numeros Transcendentes
Numeros Construtiveis

Veremos uma nog¢do de nimeros de nimeros construtiveis e um exemplo sobre a construgdo
de V2, sem, contudo, nos aprofundar no assunto por ndo ser o objetivo do trabalho.

Definicdo: O conjunto dos nimeros construtiveis ~~ é composto por nimeros que podem ser
obtidos através da construcdo com régua e compasso, uma vez que é estabelecida uma unidade
de mdédulo n qualquer igual a 1, através de uma semirreta medida com o compasso.

O conjunto C esta contido dentro do conjunto dos niumeros reais R ou dos complexos C e com
base na construg¢do com régua e compasso. Em muitas pesquisas como a de Valderi Candido da
Costa veremos que a maioria dos numeros construtiveis estdo dentro do conjunto dos nimeros
racionais Q, podendo ser expressados na forma de a/b com bz0, contudo encontraremos dentro
das construcdes com régua e compasso alguns nimeros irracionais como V2 e V3 como veremos
no exemplo a seguir iniciando pelo tracado de uma semirreta s com um ponto escolhido P

Com o compasso tragamos uma circunferéncia de raio r, com centro na origem do ponto P e no
ponto de intersecc¢do da circunferéncia com a semirreta s marcamos dois ponto Ae B

Tragamos mais duas circunferéncias de raio R com centro nos pontos A e B



Escolhemos um ponto de intersecgao C entre as duas esferas de raio R e tragamos uma reta t
que passa por P e por C obtendo assim uma reta ortogonal a reta s

Obtida a reta ortogonal escolheremos um modulo que serd denominado nosso valor unitario na
reta s e na reta t como dado abaixo, unindo os dois pontos de mdédulo 1 formando um triangulo
retangulo




De acordo com o teorema de Pitdgoras temos que a soma do quadrado dos catetos ¢ de um
triangulo retangulo é igual ao quadrado da hipotenusa h, portanto com base nos valores dos
catetos do triangulo temos

h2=c?+c?

h?=12+12

h=v2
Demonstramos assim que V2 é construtivel com régua e compasso.
Nidmeros Transcendentes

Por dicotomia aos numeros construtiveis, os nimeros transcendentes, que também estdo
contidos dentro dos reais R ou dos complexos C ,por sua vez sdo aqueles que ndo podem ser
construidos por régua e compasso de maneira exata, ndo importa o nimero de construgoes
feitas para tentar obté-lo. Ndo iremos nos aprofundar em nimeros transcendentes devido a sua
complexidade e necessidade de um maior espaco para sua pesquisa. Iremos nos ater aos casos
simbdlicos abaixo.

Exemplos:

- A constante i;

- O nimero de Euler e;

-0 nimero V2.

Os trés problemas classicos gregos

1. A Quadratura do Circulo

Este problema consiste em obter o lado A de um quadrado que possua a drea igual a um
determinado circulo de raio R.

Para obter o lado do quadrado de lado A que tem a mesma area do circulo de raio R precisamos
igualar a 4rea de ambas as figuras. Ac sera a area do circulo e Ag serd a drea do quadrado

Ac=Aq

substituimos igualando a férmula da area do circulo com a férmula da area do quadrado
TR?= A2

isolando o lado do quadrado obteremos a seguinte equacao
A=RV T Equacdo (1)

2. A Duplicagao do Cubo



Este problema tem como objeto descobrir o valor do lado b(?) de um cubo, com base em
outro cubo de lado a conhecido que possui metade do volume do cubo de lado b

2V
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Para conseguir verificar o valor do lado do cubo duplicado de lado b, temos que fazé-lo de
maneira algébrica novamente, igualando os volumes dos dois cubos

Va=Vb
V=2V
Substituindo pela férmula de volume em ambos os lados da equacdo
a’=2b?
Isolando o lado b obtemos a seguinte equacao
b=al/2

E possivel desenhar v2, como foi demostrado através da construgdo com régua e compasso do
N A ~ . 7 3 .

triangulo retangulo, mas nao existe método para desenhar a V2 com estes instrumentos por se

tratar de um nimero transcendente.

3. ATrissec¢do do Angulo

Trata-se de poder dividir por trés qualquer um angulo 8 em trés partes iguais.

Veremos que existem angulos construtiveis, ou seja, que podem ser divididos no sistema 6/3,
contudo como essa regra nao é valida para todos os angulos entdo a trissec¢ao do é considerada
um problema impossivel de ser resolvido com construcdo através da régua e compasso. De



acordo com o professor Pedro Fagundes s6 podemos considerar um a trissec¢ao de um angulo
possivel através da construcdo com régua e compasso se o caso de enquadrar no seguinte
teorema:

Teorema: Um angulo 6 qualquer, é considerado construtivel se, somente se, o nimero real cosf
(ou sen@) for construtivel.

Como explicado também pelo professor Pedro Fagundes, através das relagdes trigonométricas
podemos obter uma equacgao para verificar a seguinte proposicao:

Proposi¢do: Caso a equagao possua coeficientes racionais e sua raiz ou uma de suas raizes for
racional, entdo todas as raizes sdo construtiveis e é possivel fazer a trissec¢ao do angulo.

Conclusao

Os chamados numeros construtivos impdem a restricdo do uso de régua e compasso para
compor seu conjunto numérico. Tendo em vista esse requisito, os trés problemas classicos sdo
assim chamados por ndo ser possivel construi-los sem uso da ferramenta algébrica. Nos casos
da quadratura do circulo e da duplicacdo do cubo o surgimento de nimeros transcendentes em
suas resolucdes impede a resolugdo por régua e compasso. No caso da trissec¢do do angulo a
restricdo estd na nao possibilidade da construcdo ser aplicada para qualquer angulo. do Na
tentativa de possibilitar a sua resolucdo com uso da régua e do compasso as ferramentas
matematicas foram amplamente desenvolvidas nesse sentido.
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