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A matematica estd em desenvolvimento desde os povos da Mesopotamia
e Egito Antigo. Sistemas de numeragao avangados eram utilizados em di-
versas atividades administrativas, calculo de areas e volumes de recipientes e
terras ja ocorriam com auxilio de elementos da geometria. Apesar da vasta
utilizacao pratica desde, aproximadamente, 2000 a.C., é da Grécia Antiga
os primeiros relatos da matematica adquirindo um corpo tedérico e abstrato,
buscando o conhecimento dos niimeros e suas relagoes sem fins praticos.

Um retrato desse tempo é a existéncia de uma ordem que cultuava o
Numero. Os estudos da matematica e filosofia eram as bases das vidas dos
pitagoricos, através dele perceberam que podiam fugir da limitacoes dos sen-
tidos, e que existia muito mais além do que era visivel. E dentro dessa soci-
edade que nos aprofundamos no nosso primeiro topico, os incomensuraveis.

Os incomensuraveis

No livro X dos Elemento de Euclides [1] grandezas comensuraveis sao defini-
das como:

“Grandezas comensurdveis sao medidas pela mesma medida, mas
grandezas que nao admitem uma medida em comum sao chama-
das de incomensurdveis.”

H& uma alegacao, contestada, que como os pitagdricos pesquisavam nos
nimeros inteiros e nas suas fracoes os “segredos do universo”, a revelacao
de razoes de grandezas incomensuraveis (por exemplo a razao entre a diago-
nal e o lado de um quadrado) causou um abalo na comunidade pitagorica:
“Era um principio fundamental do Pitagorianismo que a esséncia de tudo,
na geometria, assim como, na afazeres praticos e tedricos do homem, fosse
explicavel em termos de arithmos, ou propriedades intrinsicas dos numeros



inteiros ou suas razoes. [...] a comunidade matemética grega foi atordoada
com uma descoberta que praticamente demolia as bases da fé pitagérica nos
nimeros inteiros.” ([2], p. 65-66, traducao livre).

Por outro lado alguns historiadores dizem que a interpretacao de que
houve uma crise dos incomensuraveis ocorre quando analisamos anacroni-
camente: “a crise da incomensurabilidade parece sé existir quando lemos
os textos gregos com os nossos termos, esquecendo-nos de prestar atencao
no modo como os atores histéricos viam a matematica. Quando tentamos
nos colocar no ponto de vista dos antigos gregos, em especial dos primeiros
pitagdricos, os motivos para a crise como que desaparecem”. [3]

Uma teoria do descobrimento dos incomensuraveis esta ligada ao método
da antifairese. Tal método tem a finalidade de encontrar o maior divisor
comum entre duas grandezas, e é feito da seguinte forma: dadas duas gran-
dezas, subtraia da maior um multiplo da menor, tal que, o resto da subtracao
seja menor que a menor grandeza. Realize essa operacao até que reste nada.

Com grandezas comensuraveis as etapas sao finitas, porém quando sao
incomensuraveis o procedimento é infinito. Um exemplo das primeiras etapas
desse método, com duas retas A e B, é dado a seguir:
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Historiadores contrarios a conjuntura da crise também mencionam que
tal descobrimento nao apenas produziu nenhum escandalo, e sim fomentou
novas pesquisas matematicas.



Teoria das Proporcoes de Eudoxo

Os Elementos, mencionado anteriormente, consistem em uma série de treze
livros que compilam conhecimentos fundamentais no campo da matematica
grega. Apesar de ser escrito por Euclides, a maioria dos teoremas apresenta-
dos néo sao de sua autoria (engloba trabalhos de Proclo, Pitagoras, Eudoxo,
entre outros), porém ele é responsavel por arranja-los de uma forma que
acordam a sucessoes logicas advindas de cinco axiomas.

A Teoria das Proporgoes de Eudoxo de Cnido, definido no livro V dos
Elementos de Euclides) [1] trouxe um novo caminho para atacar o problema
dos incomensuraveis. Primeiro Euclides estabele razao, na terceira definicao
deste mesmo capitulo, como:

“Uma razao é uma certa relacao entre o tamanho de duas gran-
dezas do mesmo tipo.”

Em outras palavras, a tem uma razao em relagao a 5 se ma > g enf3 > «
para alguns m e n. E entao determina a igualdade de razoes (comensurdveis
e incomensuraveis) na quinta defini¢ao:

“Grandezas sao ditas na mesma razao, a primeira para a sequnda,
e a terceira para a quarta, quando equimultiplos da primeira e da
terceira ambos sao maiores, 1guais ou menores, que equimultiplos
da sequnda e quarta, respectivamente, de acordo com qualquer
multiplicacao.”

Em notagao atual, o : 8 :: v : § se e somente se ma > nf quando m~y > nd,
ma = nf quando my = nd e ma < nf quando my < nd, para qualquer m
en.

Essa definicao genial remove a necessidade de saber os “ntmeros” que %
e T representam (mesmo no caso de grandezas incomensuraveis) e 5 € igual
a ¥ quando dado quaisquer m e n, é respeitada a ordenagao com os pares
ma, nB; e my, no.

Tal teoria é tao notéria que somente apés dois milénios Richard Dedekind,
em seu trabalho Stetigkeit und irrationale Zahlen, formalizaria os nimeros

1rracionais.



Irracionais por Richard Dedekind

Richard Dedekind foi um professor na Escola Politécnica de Zurique, durante
suas aulas de Célculo Diferencial percebeu a falta de fundacgoes cientificas
na aritmética, como ele mesmo diz no prefacio do seu ensaio Stetigkeit und
irrationale Zahlen (Continuidade e nimeros irracionais) [4]:

“[...] eu tinha evidéncias geométricas. [...] Mas essa forma de
introducao as Cdlculo diferencial ndao pode ser considerada ci-
entifica, ninguém pode negar. Essa sensacao de disatisfacdo era
tao dominante que eu me fiz meditar nessa questao até achar
uma fundagcao puramente aritmética perfeitamente rigorosa dos
principios da andlise infinitesimal.”

A formalizacao dos irracionais vem da ideia de que para todo a perten-
cente aos Q, é associado um e somente um ponto p numa reta L. Esse p divide
L em dois grupos infinitos P;, em que todos p; integrantes desse intervalo
estao a esquerda de p, e P, em que todos ps integrantes desse intervalo estao
a esquerda de p, e o ponto p pode ser atribuido arbitrariamente a qualquer
grupo. Importante ressaltar que qualquer p; estd a esquerda de qualquer ps.

Prosseguindo, sobre a continuidade da reta L, Dedekind diz:

“O mais importante € o fato da reta L possuir infinitos pontos
correspondentes aos nimeros nao racionais. [...] A reta L € infi-
nitamente mais rica em pontos do que o dominio @ em niumeros.
Se agora, como € nosso desejo, progredir aritmeticamente to-
dos o0s fenomenos da reta, o dominio dos racionais € insufici-
ente e se torna absolutamente necessario que Q criado a partir
dos numeros racionais seja essenciamente melhorado através da
criacao de novos numeros para que o dominio dos niumeros ganhe
a mesma complitude, ou digamos, a mesma continuidade, que a
reta.”

Portanto toda vez que um nimero nao racional determinar um corte de
Dedekind (P, P,), é criado um irracional « definido pelo corte (P, P,), ou
seja, o produz o corte (Py, ).

Por exemplo, o corte (A, B) que representa V2 é

A={a€Q:a*<2oua<0}

B={beQ:*>2eb>0}



Retornando ao Eudoxo, duas razoes sao iguais se e somente se produzem

o mesmo corte de Dedekind, do mesmo modo, dois ntimeros sao diferentes se
produzem cortes de Dedekind diferentes.

Concluindo, o desejo de Richard Dedekind foi realizado, o cédlculo dife-

rencial atualmente possui um conjunto continuo R com que conjecturar e
teoremas provados puramente com os elementos da aritmética.
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