Historia da Matematica

David Hilbert: Seu Programa e Seus Problemas

Agnessa Kling Nébrega e Marcelo Leite Alves Wanderley

IME
USPp
2023



0.1 Introducao

David Hilbert fez inimeras contribuicoes significativas para a matemédtica como nas areas de logica
matematica, teoria dos nimeros e geometria. Além de suas pesquisas e suas aulas, Hilbert contribuiu
também por meio de seus problemas matematicos propostos em 1900 durante o Congresso Internacional
de Matematicos em Paris, uma lista de 23 problemas fundamentais que desafiaram os matemaéticos da
época a resolver questdes cruciais dentro da matemaética. Esse conjunto de problemas ficou conhecido
como os ”Problemas de Hilbert”.

Os Problemas de Hilbert abrangiam diversas areas da matematica, como a teoria dos numeros,
a analise matemaética, a geometria, a teoria dos nimeros transcendentais, a fisica matemadtica, entre
outras. Alguns dos problemas foram resolvidos ao longo do tempo, enquanto outros permanecem
abertos e continuam a inspirar pesquisas até hoje.

Outra grande contribuicao de Hilbert foi através do seu programa. O programa de Hilbert visava
estabelecer uma base sélida e completa para toda a matemaética, fundamentando-a em principios logicos
claros e eliminando contradigoes ou lacunas. Essa iniciativa foi uma resposta aos desafios apresentados
pela emergente teoria dos conjuntos e pelos paradoxos que surgiram na matemética do final do século
XIX.

0.2 Vida e Contribuicoes

0.2.1 Vida e Formacao

Uma pequena cidade no Leste da Prissia chamada Konigsberg, conhecida por ser a cidade natal
de Immanuel Kant, mais de um século depois também seria conhecida por ser a cidade de outro
grande nome: David Hilbert. Hilbert nasceu em 1862, em uma familia que havia vivido 14 por varias
geragoes. [3]

Iniciou seus estudos aos 8 anos de idade na escola Friedrichskolleg, uma escola que tinha um enfoque
maior em linguas antigas [3]. Passou seu iltimo ano escolar no Wilhelms-Gymnasium, apés isso Hilbert
foi para a Universidade de Konigsberg[3]. Na universidade, conheceu grandes nomes como Hermann
Minkowski, Adolf Hurwitz e Ferdinand von Lindemann, sendo este iltimo quem sugeriu sua tese de
doutorado [6].

Figura 2.1: David HlIlbert.3

Como tnico professor titular (ordentlicher Professor) de matemadtica na Universidade, Lindemann
foi o ”Pai-Doutor”de Hilbert e foi nessa eminente condi¢ao que ele propos a Hilbert um problema no
ambito da teoria dos invariantes como a tematica a ser abordada em sua dissertagao de doutorado.
Hilbert, com maestria, efetuou a resolugao deste desafio, culminando na obtencao de seu doutorado
no ano de 1885 (tese intitulada Uber invariante Eigenschaften spezieller bindrer Formen, insbesondere
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der Kugelfunktionen - Sobre as caracteristicas invariantes de formas bindrias especiais, em particular
a fungéo esférica harmonica [6]), marcando, assim, o inicio de um prolifico perfodo de investiga¢oes no
campo da teoria dos invariantes[4].

Figura 2.2: Hermann Minkowski.3

Apés um periodo de estudos sob a tutela do professor Klein em Leipzig e posteriormente um
semestre em Paris, onde teve a oportunidade de colaborar com Study, Hilbert ascendeu a posigao de
docente na cidade de Koénigsberg, no ano de 1886. Sua nomeacao foi respaldada por uma notavel
Habilitationsschrift dedicada ao estudo da teoria dos invariantes [4]. Foi membro do corpo docente
de Konigsberg de 1886 a 1895, sendo Privatdozent (Privatdozent-Serve para designar professores que
receberam uma habilitacao (livre-docéncia) — reconhecimento formal de uma aptidao e autorizacao
para exercé-la — mas que nao receberam a cdtedra de ensino ou de pesquisa) até 1892, depois como
Professor Extraordinario por um ano antes de ser nomeado professor titular em 1893]6].

Em Berlim, conheceu Kronecker e Weierstrass, que apresentaram ao jovem Hilbert duas visoes
bastante diferentes do futuro. Em seguida, em Leipzig, ele finalmente conheceu Paul Gordan [6]

Hilbert passou oito dias em Gottingen antes de retornar a Konigsberg. Casou-se com sua prima de
segundo grau, Kéthe Jerosch, em 12 de outubro de 1892; eles tiveram um filho, Franz Hilbert, nascido
em 11 de agosto de 1893[6]. Em 1895, obteve o cargo de Professor de Matemdtica na Universidade de
Gottingen por meio da intervencao de Felix Klein. Durante os anos em que Klein e Hilbert estavam
em Gottingen, esta tornou-se uma instituicdo proeminente no mundo matemética[12].

Entre seus 69 estudantes de Ph.D. em Gottingen, muitos mais tarde se tornaram matematicos
famosos, incluindo (com data de tese): Otto Blumenthal (1898), Felix Bernstein (1901), Hermann Weyl
(1908), Richard Courant (1910), Erich Hecke (1910), Hugo Steinhaus (1911) e Wilhelm Ackermann
(1925)[5].

Outra pessoa de destaque na matematica e na fisica que cruzou o caminho de Hilbert foi Emmy
Noether que em 1903-1904 estudou na Universidade de Gottingen[2]. Em 1915, foi convidada a retornar
a Gottingen por David Hilbert e Felix Klein. Desejavam contrata-la, porém os membros das faculdades
de histéria e filosofia eram contra. FEles insistiam que mulheres nao podiam se tornar privatdozent.
Um membro disse que era inaceitavel que os soldados voltassem para a universidade e encontrassem
uma mulher dando aulas[7] David Hilbert respondeu:

Nao vejo como o sexo da candidata possa ser um argumento contra sua admissao como privatdozent.
Além disso, estamos em uma universidade, nao em uma casa de banhos[7].

Nos primeiros anos em Gottingen, Emmy Noether ndo ocupava um cargo oficial e nao desfrutava de
uma remuneragao especifica. Sua estadia e suprimentos académicos eram suportados financeiramente
por sua familia. Suas aulas eram, normalmente, anunciadas sob o nome de David Hilbert, onde ela
ofereceria apenas assisténcia[2]. Contudo, pouco tempo apds sua admissdo na instituigdo universitéria,
Emmy demonstrou seu notdvel talento ao formalizar o teorema hoje conhecido como Teorema de



Noether. Este teorema estabelece a relagao entre a conservacao da energia e a simetria de um sistema
fisico[2].

Hilbert fez contribuigoes significativas em todas as areas da matemadtica: Até 1893, ele trabalhou em
formas algébricas; de 1894 a 1899, na teoria dos numeros algébricos; de 1899 a 1903, nos fundamentos
da geometria; e de 1904 a 1909, na andlise, onde demonstrou a existéncia de uma solugao para o
problema de Dirichlet, introduziu a integral invariante na teoria de campo do célculo de variagoes e,
com seu tratamento das equacoes integrais, mudou nosso conceito de sistemas lineares. Sua introdugao
de espagos de produto interno completos e separaveis, agora chamados de espacos de Hilbert, preparou
o terreno para o teorema de Riesz-Fischer sobre a isomorfia e isometria entre L? e L?(0, 1) e, com isso,
a resposta definitiva & questdo da convergéncia de uma série de Fourier[15].

A partir de 1918, ele dedicou seu tempo e energia ao estudo dos fundamentos da matematica, onde
acabou sendo superado por Kurt Cadel, que demonstrou, efetivamente, que o objetivo de Hilbert de
construir um sistema completo e consistente era inatingfvel [15].

Hilbert faleceu em 14 de fevereiro de 1943 em Gottingen, Alemanha, mas seu trabalho e influéncia
continuam a ser relevantes até os dias de hoje[3].

0.2.2 Curva de Hilbert

A Curva de Hilbert, é um exemplo concreto de uma curva que preenche completamente uma area.
Ela é uma curva fractal que percorre todos os pontos de um quadrado unitario de maneira continua e
néo se cruzando, ocupando assim todo o espago do quadrado[9]. A construgéo dessa curva envolve a
repeti¢ao de um padrao simples em diferentes escalas.

A Curva de Hilbert foi descrita em 1891 por David Hilbert, e percorre todos os pontos de um
quadrado, desse modo, ela pertence a uma familia das curvas de Peano. Porém, possui algumas
diferencas quando comparada & de Peano. A primeira dessas diferencas é que, a cada iteragdo no
seu processo recursivo, a curva preenche quadrados menores, mas nunca se auto interceptando. Outra
caracteristica é que seu comprimento é infinito[11]. Como as outras curvas de preenchimento de espaco,
a curva de Hilbert tem dimensao do espago que preenche.

Hilbert enunciou o seguinte principio heuristico: Se for possivel estabelecer um mapeamento
continuo do intervalo I para o quadrado Q, entao, ap6s o procedimento de subdivisao de I em quatro
subintervalos congruentes e de Q em quatro subquadrados congruentes, cada um dos subintervalos
resultantes pode ser mapeado de maneira continua em um dos subquadrados correspondentes[10]. Em
sequéncia, a subdivisao é repetida, com cada subintervalo sendo subdividido em quatro subintervalos
congruentes e cada subquadrado em quatro subquadrados congruentes, e o argumento é reiterado[10].
Hilbert demonstrou que os subquadrados podem ser organizados de modo que os subintervalos adja-
centes correspondam a subquadrados adjacentes com uma aresta em comum, e para que as relagoes
de inclusao sejam preservadas, ou seja, se um quadrado corresponde a um intervalo, entao seus sub-
quadrados correspondem aos subintervalos desse intervalo[10].

Mais formalmente, podemos dizer que uma curva plana é uma aplicagao continua

¢: I — R?

do intervalo unitdrio I = [0, 1] da reta real no plano euclidiano R? = {(z,y) : x,y € R}[15]. A
imagem c(I) é chamada de trago da curva c.

A producéao da curva de Hilbert requer, além de retracoes, rotacoes através de m do primeiro e —7
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do tltimo quadrado antes de serem refletidos e traduzidos em suas respectivas posicoes[11].
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Figura 2.3: Curva de Hilbert

Como a curva de Hilbert mapeia pontos proximos do plano para pontos proximos da reta, ele é
muito util para reduzir problemas multidimensionais para problemas unidimensionais. Outra aplicagao
é como base de heuristica para o problema do caixeiro viajante.

0.3 Problemas de Hilbert

Em uma conferéncia matematica em Paris no ano de 1900, o matemético alemao David Hilbert apre-
sentou uma lista de problemas nao resolvidos em matematica. No final das contas, ele apresentou 23
problemas que, em certa medida, definiram a agenda de pesquisa da matematica no século XX. Nos 120
anos desde a palestra de Hilbert, alguns dos seus problemas, normalmente referidos por nimeros, foram
resolvidos e alguns ainda estao em aberto. Os Prémios Millennium do Clay Mathematics Institute sao
uma versao do século XXI da proposta original de Hilbert.

Sao os seguintes problemas de Hilbert [14]:

1 - Problema de Cantor sobre a hipdtese do Continuum (parcialmente resolvido)

2 - A néo contradigio dos axiomas da Aritmética (resolvido)

3 - A igualdade do volume de dois tetraedros com as mesmas dreas da base e alturas (resolvido)
4 - O problema da linha reta como a menor distancia entre dois pontos (aberto)

5 - A nocgado de grupo continuo de transformacoes de Lie sem a hipétese da diferenciabilidade das



funcgoes definidoras dos grupos (resolvido)
6 - Tratamento matemdtico para os axiomas da fisica (aberto)
7 - Irracionalidade e transcendéncia de determinados niimeros (resolvido)
8 - O problema de ntimeros primos (aberto)

9 - Prova da mais geral lei de reciprocidade em um corpo numérico qualquer (resolvido) vglue.lin
10 - A deciséao sobre a resolubilidade de uma equagao diofantina (resolvido)

11 - Formas quadriticas com quaisquer coeficientes numéricos algébricos (resolvido)

12 - Extensao do teorema de Kronecker sobre corpos abelianos a um dominio de racionalidade
algébrica qualquer (aberto)

13 - Impossibilidade da resolugao da equagao geral do sétimo grau através de fungbes de somente
2 argumentos (resolvido)

14 - Prova da finitude de certos sistemas de fungdes completos (resolvido)

15 - Fundamentagao rigorosa do célculo enumerativo de Schubert (parcialmente resolvido)
16 - Problema da topologia de curvas e superficies algébricas (parcialmente resolvido)

17 - Representagao de formas definidas através de quadrados (resolvido)

18 - Construgao do espago a partir de poliedros congruentes (aberto)

19 - As solugoes de problemas regulares no célculo de variagoes sao sempre necessariamente analiticas?
(resolvido)

20 - Problemas gerais dos valores de fronteira (aberto)

21 - Demonstracao da existéncia de equagoes diferenciais lineares tendo grupo monodrémico pres-
crito (resolvido)

22 - Uniformizagao de relagoes analiticas por meio de fungées automoérfas (resolvido)
23 - Mais desenvolvimento dos métodos do célculo de variagoes (aberto)

Nas proximas segoes serao apresentados os ferramentais para o entendimento do primeiro problema
assim como as duas tentativas parciais de demonstracao.

0.3.1 Conjunto das Partes - Cardinalidade

O conjunto das partes de um conjunto A (P(A)) é o conjunto cujos elementos sdo todos os subconjuntos
do conjunto A, incluindo o conjunto vazio a o préprio conjunto A.

Como exemplo, seja A = {a,b,c} o conjunto formado por 3 elementos a,b,c. Os subconjuntos
possiveis sao:

{}
{a};
{o};
{ck;

{a,b};

{b,c};

{c.a};
{a,b,c}.
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Dessa forma, P(A) = {{}, {a}, {b},{c}, {a,b},{b,c}, {c,a}, {a,b,c}}.

A cardinalidade (] |) de um conjunto é o nimero de elementos do conjunto. No caso no exemplo
do conjunto A, |A| = 3 e no caso do conjunto P(A4), |P(A4)| = 3.

A cardinalidade de um conjunto A qualquer com n elementos é dada por |A| = 2™ (a demonstragao
é por indugao em n)[13].
0.3.2 Cardinalidade de @
Um conjunto X é dito enumeravel, se existe uma bijecao f: N — X.

Dessa forma podemos enunciar os seguintes teoremas:|[8]

(i) O produto cartesiano de dois conjuntos enumerdveis é um conjunto enumeravel;

(ii) O conjunto Z é enumeravel;

(iii) O conjunto @ é enumerdvel.

O objetivo agora é mostrar que existe uma bijecao entre Z — Q.

Inicialmente, lembrar que qualquer inteiro positivo n pode ser escrito de forma tinica como n =
P12 ...p* sendo que p; é um nimero primo e a, ..., ax, inteiros nao negativos. Analogamente qualquer

ay, a2 33
racional ¢ pode ser escrito de forma tnica como ¢ = % = pi'p5’..ps"t em que by, ..., b, sao
P1 D" P
mteiros positivos e pi, ..., p¢ sao Inteiros.
Seja a fungado s : N U {0} — Z dada por:
n+1

s(n) = (~1)" "=,

facilmente podemos identificar que s(0) = 0, s(1) = —1, s(2) =1, s(3) = =2, ..., gerando Z e que a
funcao s(n) é uma bijegao.

Para cada n = p{'p52...p;* € Z*, definindo a funcdo hy : Z+ — QT por:
hy (n) = py@py ) pper)
pode ser provado que é uma bijegao (a composicao de bijegoes é uma bijegao).

Como existe uma bijegao entre N, Z e @ podemos concluir (Teorema de Cantor[1]) que os conjuntos
tem a mesma cardinalidade.

0.3.3 Cardinalidade de (0,1) e R
Seja a funcao f : P(N) — (0, 1), definida por:

f(A) =0.z12223...20....
r,=1 < 1€ A
;=0 << i¢ A

A e P(N).

Exemplos:

A=1{2,5,6,9,10} ¢ P(N) = f(A)=0.0100110011000000...00000...

A=N = f(A)=0.111111111...11111...



Finalmente, seja r € (0,1), r = 0.212223...2y...., com x; € {0,1}. Como r # 0, ndo é possivel ter
todos os x; = 0.

A funcao definida acima é uma bijecao.

f(A) é uma injegao

Seja f(A1) = f(As), logo

0.z123....25... = 0.Y1Y2....Yn...

e portanto x; = y; para Vi € N.
Com isso temos que 1 € Ay — ;=1 = y;, =1 —= i€ Ay, — A; C A;. Por um
argumento similar, podemos mostrar que Ay C A;. Logo A; = As.
f(A) é uma sobrejecao
Seja r € (0,1), com r = 0.2123...Tp... € 0 conjunto A = {i € N;z; = 1}.

Logo, pela defini¢ao da funcéo, f(A) = r e portanto sobrejetora.

Cardinalidade de (0,1)

Como existe uma bijegao entre P(N) e (0,1) podemos concluir (Teorema de Cantor[1]) que os conjuntos
tem a mesma cardinalidade e usando a notagao |[N| = 8, temos que:

Cardinalidade de R

Notar que a fungao f : (0,1)R descrita por:

1
f(@) = tan(x(z - 3))
é uma bijegao com sua inversa dada por

arctan(f(z)) 1

) = T 3

Portanto [(0,1)] = |R| =¥

0.3.4 Ordem de Cardinalidades - N, Z,Q, R
Finalmente,
IN|=|Z| =|Q| =Ro < |R| = ¥;.

Alguns conjuntos possuem cardinalidade maior que Ry como por exemplo o conjunto P(R) que tem
cardinalidade 2%

0.3.5 Primeiro Problema de Hilbert

O primeiro problema de Hilbert afirma que a cardinalidade de R (|R|) é o segundo ntimero de aleph
(X1) ou de forma alternativa (negando a afirmagao),

ﬂAZNO<|A|<N1.

O primeiro problema de Hilbert é comumente denomonado hipétese do continuo (HC ou CH em inglés).
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0.3.6 ZFC

A teoria dos conjuntos de Zermelo-Fraenkel, ou pela abreviagao ZFC (com o axioma da escolha), é um
sistema axiomaético usado para definir formalmente a teoria dos conjuntos (e, portanto, a matemédtica
em geral).

Especificamente, ZFC é uma cole¢ao de aproximadamente 9 axiomas (dependendo da convencéo e
da formulacao precisa) que, em conjunto, definem o nicleo da matemaética através do uso da teoria
dos conjuntos. Mais formalmente, ZFC é uma légica de predicados equipada com uma relagao binéria.

A critica comum é que o ZFC é muito fraco quando comparado a outros sistemas axiomaéticos.
Por exemplo, a hipdtese do continuo (juntamente com um punhado de outros problemas) pode ser
demonstrada como independente do ZFC, o que significa que nao pode ser provada nem refutada
com os axiomas fornecidos. Assim, alguns optam por adotar véarias extensoes do ZFC, ou sistemas
intimamente relacionados, como ZF+AD - onde o axioma da escolha é substituido pelo axioma da
determinacao.

0.3.7 Demonstracao de Godel

Godel demonstrou que nao ha nenhuma contradi¢ao da hipdtese do continuo com a teoria axiomatica
de conjuntos ZFC, ou seja, a hipdtese do continuo nao pode ser refutada tendo como base a teoria
aximética ZFC (Hipétese do continuo independente de ZFC).

0.3.8 Demonstracao de Cohen

Paul Cohen usando uma técnica denominada forcing (obteve medalha Fields por esse trabalho) de-
monstrou que nao existe contradigao caso a negagao da hipdtese do continuo fosse acrescentada a teoria
axiomatica de conjunto ZFC.

0.3.9 Consideracgoes Finais - Primeiro Problema de Hilbert

As demonstragoes de Godel e Cohen, comprovam que a validade da hipétese do continuo depende da
teoria axiomaética de conjuntos que estd sendo adotada e portando indecidivel.

0.4 Programa de Hilbert

O Programa de Hilbert foi um esforgo significativo iniciado pelo matemaético alemao David Hilbert no
inicio do século XX. Seu objetivo era formalizar a matematica estabelecendo um conjunto de axiomas
e regras que pudessem fornecer uma base rigorosa para toda a matematica. Os principais objetivos do
Programa de Hilbert eram:

Completude: Demonstrar que toda a matematica é consistente, o que significa que nao hé con-
tradigoes, e que todas as afirmagoes matematicas verdadeiras podem ser provadas.

Consisténcia: Para garantir que os axiomas da matemaética estejam livres de contradigoes.

Decidibilidade: Para mostrar que um método pode ser concebido para decidir a verdade ou falsidade
de qualquer afirmacao matemaética.

Este programa foi uma tentativa de colocar a mateméatica em uma base logica e sdlida, usando
l6gica formal e sistemas axiomdticos. No entanto, os teoremas da incompletude de Godel, propostos
por Kurt Godel na década de 1930, provaram que o Programa de Hilbert, tal como originalmente
concebido, nao poderia ser totalmente alcangado. Godel mostrou que dentro de qualquer sistema
axiomatico consistente que seja suficientemente poderoso para abranger a aritmética, sempre havera
afirmagoes verdadeiras que nao podem ser provadas dentro desse sistema.

Embora os resultados de Godel apresentassem limitagoes aos objetivos ambiciosos de Hilbert, o
Programa de Hilbert ainda influenciou significativamente o desenvolvimento da l6gica matemaética e a
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compreensao dos fundamentos da matematica.

Os Teoremas da Incompletude de Godel, desenvolvidos pelo 16gico Kurt Godel, sao dois resultados
inovadores na légica matemdtica que transformaram fundamentalmente a compreensao dos sistemas
formais e suas limitagoes. Os teoremas sao:

Primeiro Teorema da Incompletude: Este teorema estabelece que em qualquer sistema formal que
seja suficientemente complexo para abranger a aritmética, existirao afirmacoes que sao verdadeiras,
mas nao podem ser provadas dentro desse sistema. Em esséncia, nenhum sistema formal consistente
pode provar todas as afirmagoes verdadeiras sobre os nimeros naturais.

Segundo Teorema da Incompletude: Este teorema baseia-se no primeiro e demonstra que nenhum
sistema formal consistente pode provar a sua propria consisténcia. Em termos mais simples, se um
sistema for consistente, nao podera demonstrar essa consisténcia utilizando apenas os recursos desse
sistema.

Estes teoremas desafiaram as ideias apresentadas pelo programa de David Hilbert, que visava
estabelecer um conjunto completo e consistente de axiomas para toda a matemédtica. O trabalho
de Godel mostrou que qualquer sistema formal suficientemente complexo para abranger a aritmética
tera inevitavelmente afirmacoes que sao verdadeiras, mas nao podem ser provadas dentro do préprio
sistema. Além disso, um sistema nao pode demonstrar a sua prépria consisténcia sem recorrer a
métodos externos mais fortes.

Esses teoremas tiveram um impacto profundo na matematica, na logica e na filosofia. Eles demons-
traram as limitacoes inerentes aos sistemas formais e levantaram questoes sobre o alcance e os limites
do raciocinio matematico. O trabalho de Godel alterou fundamentalmente a nossa compreensao dos
fundamentos da matematica e da natureza dos sistemas formais.

0.5 Consideragoes Finais

O fato de ninguém ter refutado a Hipdtese do Continuum é um exemplo de que ainda hoje nao
desenvolvemos teoria matemética matematica suficiente (Cédric Villani).

Figura 5.1: Cédric Villani e Marcelo Leite Wanderley - UFRJ 2012
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