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1 Sistema massa mola amortecedor

O sistema a ser modelado é o que segue na figura 1.

Figura 1 — Sistema massa mola amortecedor

2 Fir)
m .

1.1 Modelagem

A equacao diferencial que rege o sistema ¢é a seguinte.

mi + bi + kx = F(t)

Rearranjando a equagdo 1.1 para o espago de estados (EE), tem-se.

_.171_ o _Z'

) T

_i"l_ - i T2

_Ztg_ _% (-bl’g — k’{[‘l + F(t))

Transformando a equagao 1.3 na forma
i = Axr + Bu

sendo u = F(t) e x = [x1, 5], chega-se a.

R

A equacao de saidas dada por

y=Cx+ Du

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)



Capitulo 1. Sistema massa mola amortecedor 2

fica.

X1

=0

Aplicando a transformada de Laplace na equagao 1.3, e transferindo o problema

+[0] u (1.5)

X2

do dominio do tempo para o dominio da frequéncia, obtém-se.

,Clile = XQ (16)
k b F

£2 : SXQ = _7X1 - *Xg + — (17)
m m m

A saida esperada do sistema é Y = X7, com entrada F' = U. Assim é possivel obter

a funcao de transferéncia.

(1.8)

A partir da modelagem aqui descrita foi feita a simulagao no scilab.

1.2 Resultados

O sistema foi simulado tanto no dominio do tempo (através de EE) quanto no
dominio da frequéncia (através da fungao de transferéncia). As simulagdes foram feitas

com

b

2vVEkm

, para valores de ( = 0,5, ( =1 e ( = 1,5. Segue os resultados e o codigo usado.

Figura 2 - ( = 0,5

(a) Dominio do tempo - espago de (b) Dominio da frequéncia - fun-
estados cao de transferéncia



Capitulo 1. Sistema massa mola amortecedor

Figura 3 - ¢ =1

Resposta do sistems som tianformada de Laplace
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(a) Dominio do tempo - espaco de (b) Dominio da frequéncia - fun-
estados ¢ao de transferéncia

Figura4 - (¢ =1,5

Resposta da sistema com sspago de estados Resposta do sistems som tianformada de Laplace

Tempe b

(a) Dominio do tempo - espago de (b) Dominio da frequéncia - fun-

estados

Segue o codigo utilizado.

1 cle ()

2 clear ()

3

+ //par metros

Z=1.5 //fator de amortecimento
k=200 //constante eldstica [N/m]

m=5 //massa do corpo [kg]

0005

oo03

00024 --- -] -

Defarmagio dz mota [m]

0001 +--- £+

ooos |-

Tempo [

cao de transferéncia

8 b=Z#2xsqrt (kxm) //constante de amortecimento [Ns/m]
9
10

//vetor tempo

12 t=0:0.01:2

13

14 //entrada

15 u=omnes (t)

16

17 x0=[0;0]

18

19 //RESOLU O POR ESPA O DE ESTADOS — dominio do tempo
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Capitulo 1. Sistema massa mola amortecedor

//matrizes do sistema
A=[0 1;—k/m —b/m)]

B=[0;1/m]
C=[1 0]
D=[0]

//sistema

massa_ mola__amortecedor=syslin(’c’,A,B,C,D)

//simulando com a fung¢ao csim

[y,x]=csim (u,t,massa mola amortecedor ,x0)

//RESOLU O POR FUNCAO DE TRANSFERENCIA — dominio da frequencia

//polinomio s

s=poly (0, s ")

//funcao de tranferencia
f="[1/(mxs 2+4bxs+k) ]’

//calculando a expressao literal

g=evstr (f)

//monstando a funcao de transferencia
G=syslin(’c’,g)

//simulacao do sistema

[z]=csim (u,t,g,x0)

/ /PLOTAGENS

//plotagem do dominio do tempo
fl=scf (1)

plot (t,y, 'LineWidth’ ,4)

xtitle (’Resposta do sistema com espago de estados’,’ Tempo [s]

da mola [m] ")
xgrid ()

//plotagem do dominio de amostras
f2=scf (2)
plot (t,z,’g’, LineWidth’ ,4)

xtitle (’Resposta do sistema com tranformada de Laplace’, ’Tempo [s]’,

Deformagdo da mola [m] )
xgrid ()

)

, 'Deformacao

) )
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2 Comparacao de métodos - autovalores e

polos

Para a obtencao dos autovalores de [A] basta fazer:
det(A—X)=0

chegando no seguinte polinomio.

mA2 +bA+k =0 (2.1)

Comparando o polinémio da equacao 2.1 com o polinémio no denominador da
equagao 1.8, percebe-se que sao iguais. Sendo assim os polos do sistema (raizes do polindémio

do denominador da funcdo de transferéncia) sdo iguais aos autovalores da matriz [A].

Para ¢ < 1 com os pardmetros m =5 kg e k = 200 N/m, foram obtidos os polos e

autovalores mostrados na tabela 1.

Tabela 1 — Polos e autovalores

Raizes para ¢ <1 | Médulo
Autovalores | \; -3.162 - 5.477i 6.325
Ay | -3.162 4 5.477i 6.325
Polos 1 -3.162 - 5.477i 6.325
Sy | -3.162 4 5.477i 6.325

A frequéncia natural do sistema é dada por.

k 200
=4/— =4/— =6.32 2.2
w ”m \/ E 6.325 (2.2)

Assim, a frequéncia natural do sistema corresponde ao moédulo do polo ou do
autovalor da matriz [A]. Além disso, ao dividir o médulo da parte real pelo médulo do

niumero complexo (polo) se obtém o fator de amortecimento.

3,1625

6,325 ¢=0.5

O cédigo utilizado para a obtencao das raizes é o seguinte.

//calculo dos polos
if Z<1 then //polos complexos
rl=-b/(2+m);



Capitulo 2. Comparacio de métodos - autovalores e polos

r2=rl;
il=sqrt (abs (b 2—4xmxk)) /(2+m) ;
i2=sqrt (abs(b"2—4smxk) ) /(2*m) ;
elseif Z==1 then //polos reais e iguais
rl=>b/(2xm) ;
r2=rl;
il=0;
i2=il;
elseif Z>1 then //polos reais e distintos
rl=(—b+sqrt (b"2—4xmxk) ) /(2*m) ;
r2=(—b+sqrt (b"2—4smxk) ) /(2%m) ;
il=0;
i2=il;
end
rl,il)

sl=complex il
r2,i2)

(
s2=complex (
disp(sl,s2)
disp (abs(sl),abs(s2))

disp (sqrt (k/m)) //frequencia natural de oscilacao



3 Analise de polos e espaco de estados

Nas segoes subsequentes ¢ ilustrado o espago de estados para cada valor de ¢ sob
diferentes condicoes iniciais diferentes de zero e diferentes entre si, bem como os polos no
plano dos complexos. Os valores de z(t = 0) e @(t = 0) variam de -3 a 3 sem incluir o caso

[00] para todos os casos de amortecimento.

3.1 Sistema subamortecido - ( < 1

Segue o resultado do espago de estados e os polos no plano complexo.

Figura 5 — Polos e espaco de estados para ( = 0,5
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(a) Polos no plano complexo (b) Representacao do espago de esta-
dos - velocidade em fung¢ao da defor-
macao



Capitulo 3. Andlise de polos e espago de estados

3.2 Sistema criticamente amortecido - { = 1

Figura 6 — Polos e espaco de estados para ¢ =1

Polos do sstema Representagdo do espago de estados
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Defarmagso da molax [n]

(a) Polos no plano complexo (b) Representacao do espago de esta-
dos - velocidade em fung¢ao da defor-
macao

3.3 Sistema superamortecido - ( > 1

Figura 7 — Polos e espaco de estados para ¢ = 1,5

Palos do sisema Representago do espago de estados

[

& e bW

Befarmagio da mola x [n]

(a) Polos no plano complexo (b) Representacao do espago de esta-
dos - velocidade em funcao da defor-
magao

3.4 Cédigo

Segue o codigo utilizado para a obtencao dos resultados

1 cle ()

2 clear ()

. //par metros

5 Z=1 //fator de amortecimento
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Capitulo 3. Andlise de polos e espago de estados

k=200 //constante elédstica [N/m]

m=5 //massa do corpo [kg]

b=Zx2xsqrt (kxm) //constante de amortecimento [Ns/m]

//raizes do polinomio do denominador — forma complexa

if Z<1 then //polos complexos
rl=->b/(2+m) ;
r2=rl,;
il=sqrt (abs (b 2—4xmxk)) /(2+m) ;
i2=—sqrt (abs(b"2—4xmxk) ) /(2xm) ;

i elseif Z==1 then //polos reais e iguais

rl=-b/(2+m);
r2=rl;

il=0;

i2=il;

elseif Z>1 then //polos reais e distintos

rl=(—b+sqrt (b"2—4xmxk) ) /(2*m) ;
r2=(—b—sqrt (b"2—4xmxk) ) /(2*m) ;
il=0;
12=i1 ;

end

sl=complex(rl,il)

s2=complex (r2,i2)

//vetor tempo
t=0:0.01:2

4 //entrada

u=zeros (t)

7 //condicoes iniciais diferentes de 0

x0=zeros (2,7)

for i=1:7
x0(1,i)=1—4
x0(2,i)=1—4
end

//RESOLU O POR ESPA O DE ESTADOS

//matrizes do sistema

i A=[0 1;—k/m —b/m)]

[0;1 /m]
[T 0]
[0]

B
C
D

//sistema

massa_ mola_amortecedor=syslin(’c’,A,B,C,D)
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//simulando com a fung¢ao csim
yl,x1]=csim (u,t,massa_mola_amortecedor ,x0
=csim (u,t,massa_mola_amortecedor ,x0

u,t,massa_mola_amortecedor ,x0

y5,x5]=csim (u,t ,massa_mola_amortecedor ,x0

(
] ( (
|= ( (55
yv4 ,x4]=csim (u,t,massa_mola_amortecedor ,x0 (
] ( (
I= ( (

sim (u,t,massa_mola_amortecedor ,x0

fl=scf (1)

plot ([yl y2 y3 y4 y5 y6],[x1(2,:) x2(2,:) x3(2,:) x4(2,:) x5(2,:) x6(2,:)],
"linewidth ’ ,4)

xgrid ()

xtitle (’Representacao do espago de estados
Velocidade v [m/s]’)

) ) )

, 'Deformagdo da mola x [m]’,

f2=scf (2)

plot ([rl r2],[il i2],’0’, linewidth’,2)
a=get ('current_axes’)
a.x_location="middle’
a.y_location="middle’
a.data_bounds=[—18,—10;18,10]

title (’Polos do sistema’)

xlabel (’Reais’, ’position’,20)

9

ylabel (’Imagindrios’, ’position’,[0,—10], rotation’,0)



	Folha de rosto
	Lista de ilustrações
	Sumário
	Sistema massa mola amortecedor
	Modelagem
	Resultados

	Comparação de métodos - autovalores e polos
	Análise de polos e espaço de estados
	Sistema subamortecido - <1
	Sistema criticamente amortecido - =1
	Sistema superamortecido - >1
	Código


