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 O sistema modelado a seguir tem como entrada uma força F(t) do tipo degrau e como 

saída a deformação da mola x(t): 

 

 Encontrando a equação diferencial pelo método de Lagrange: 

𝑇 =
1

2
𝑚𝑥̇2 

𝑉 =
1

2
𝑘𝑥2 

𝑅 =
1

2
𝑏𝑥̇2 

𝑄𝑒𝑥𝑡 = 𝐹(𝑡) 

𝐿 = 𝑇 − 𝑉 

𝜕

𝜕𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕𝑥̇
) +

𝜕𝑅

𝜕𝑥̇
−

𝜕𝐿

𝜕𝑥
= 𝑄𝑒𝑥𝑡  ⇒  𝑚𝑥̈ + 𝑏𝑥̇ + 𝑘𝑥 = 𝐹(𝑡) 

 Fazendo: 

𝑥1 = 𝑥 

𝑥2 = 𝑥̇ 

𝑢 = 𝐹(𝑡) 

 A equação pode ser reescrita na forma de espaço de estados: 

{

𝑥̇1 = 𝑥2

𝑥̇2 =
𝑢 − 𝑏𝑥2 − 𝑘𝑥1

𝑚

 

𝑦 = 𝑥1 

 Aplicando transformada de Laplace: 

{
𝑠𝑋1 − 𝑥1(0) = 𝑋2

𝑠𝑋2 − 𝑥2(0) =
𝑈 − 𝑏𝑋2 − 𝑘𝑋1

𝑚

 



  

 Manipulando as equações, considerando as condições iniciais nulas, tem-se: 

𝑋1 =
1

𝑚𝑠2 + 𝑏𝑠 + 𝑘
𝑈 ⇒  𝑌 = 𝐺(𝑠)𝑈 

𝐺(𝑠) =
1

𝑚𝑠2 + 𝑏𝑠 + 𝑘
 

 A partir disso, pode-se simular o problema. Existem três casos a serem analisados, 

dependendo do valor do fator de amortecimento. Os valores dos parâmetros serão escolhidos 

de forma a se obter esses casos. 

𝜁 =
𝑏

2√𝑘𝑚
 

 Caso subamortecido (ζ<1): 

 

Com os valores: 

𝑚 = 1 𝑘𝑔    𝑘 = 900
𝑁

𝑚
    𝑏 = 10

𝑁𝑠2

𝑚
 

O resultado obtido é: 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 Caso criticamente amortecido (ζ=1): 

 

Com os valores: 

𝑚 = 1 𝑘𝑔   𝑘 = 400
𝑁

𝑚
    𝑏 = 40 

𝑁𝑠2

𝑚
  

O resultado obtido é: 

 
 

 Caso superamortecido (ζ>1): 

 

Com os valores: 

𝑚 = 1 𝑘𝑔   𝑘 = 100
𝑁

𝑚
    𝑏 = 30 

𝑁𝑠2

𝑚
  

O resultado obtido é: 

 

 
 



 

1- A equação do sistema na forma de espaço de estados é: 

 

[
𝑥̇1

𝑥̇2
] = [

0 1
−𝑘/𝑚 −𝑏/𝑚

] [
𝑥1

𝑥2
] + [

0
1/𝑚

] 𝑢 

A matriz A é: 

𝐴 = [
0 1

−𝑘/𝑚 −𝑏/𝑚
] 

 

 

Calculando os autovalores: 

 

 

 

|
−𝜆 1

−𝑘/𝑚 −
𝑏

𝑚
− 𝜆

| = 0 ⇒  𝜆2 +
𝑏

𝑚
𝜆 +

𝑘

𝑚
= 0 ⇒  𝜆 =

−𝑏 ± √𝑏2 − 4𝑚𝑘

2𝑚
 

 

Para o caso subamortecido, tem-se: 

𝜁 < 1 ⇒ 𝑏2 − 4𝑘𝑚 < 0  

𝜆 =
−𝑏 ± 𝜄√𝑏2 − 4𝑚𝑘

2𝑚
 

 

As raízes do denominador da função de transferência são: 

𝑚𝑠2 + 𝑏𝑠 + 𝑘 = 0 ⇒  𝑠 =
−𝑏 ± √𝑏2 − 4𝑚𝑘

2𝑚
 

Percebe-se que as raízes do denominador da função de transferência e os autovalores 

da matriz A são equivalentes, sendo denominados de polos. Neste caso, trata-se de polos 

complexos.  

A frequência natural do sistema é dada por: 

ω𝑛 = √
𝑘𝑒𝑞

𝑚𝑒𝑞
 ⇒  ω𝑛 = √

𝑘

𝑚
 

Outra maneira de obtê-la é pelo módulo dos polos: 

𝜔𝑛 = √
𝑏2

4𝑚2
−

𝑏2 − 4𝑚𝑘

4𝑚2
 ⇒ 𝜔𝑛 = √

𝑘

𝑚
  

O fator de amortecimento b aparece na razão do módulo da parte real pelo módulo do 

número: 

𝜁 =
𝑏/2𝑚

√𝑘/𝑚
 ⇒  𝜁 =

𝑏

2√𝑘𝑚
 



 

A frequência de oscilação é obtida a partir do módulo da parte imaginária do polo: 

𝜔𝑑 = √
𝑏2 − 4𝑚𝑘

4𝑚2
 ⇒ 𝜔𝑑 =

√𝑏2 − 4𝑚𝑘

2𝑚
 

 

 

2- Códigos: 

 

 
 

 

  


