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EXERCICIO — EQUACIONAMENTO E FUNCAO DE TRANSFERENCIA

Nesta lista, busca-se trabalhar o sistema massa-mola-amortecedor abaixo exposto. Para

tal, utiliza-se como coordenada generalizada x, referente a deformacgao da mola.

Figura 1: Sistema massa-mola-amortecedor
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Aplicando a Segunda Lei de Newton, encontra-se a equacdo diferencial que rege o

sistema estudado:

Define-se, entdo, o seguinte espaco de estados:
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A fim de encontrar a funcao de transferéncia, aplica-se a transformada de Laplace:

L
X =x; = sX;—x1(0) =X, (1)

] k c F(t) ¢ c F
xz = _;xl _ExZ +T_>SX2 _xZ(O) = —;lX]_ —;lXZ +;L (2)

Isolando X, em (2) e substituindo em (1):

sX; —x,1(0) = (msl n C) (xzrio) + kx; + F)

Como x;(0) =x(0) =0 e x,(0) = x(0) = 0:
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Como G(s) = Y(S)/F(S), considerando a saida Y (s) como X;(s), chega-se na fung¢do

de transferéncia:

1

G(s) =——
Q) ms2+cs+k

Cobico

A simulagdo abaixo exposta foi desenvolvida com os mesmos parametros do exemplo
presente no enunciado (m = 1 kg e k = 900 N/m). No cddigo, o input ‘zeta’ se refere ao valor
de q.

clear all

// Defini¢do dos Pardmetros

m=1;//[m]=kg

k=900; // [k] =N/m

zeta = input('Zeta ="); // testar com os trés casos (zeta < 1; zeta = 1; zeta > 1)
c=2*zeta*sqrt(k/m); // [c] = Ns/m

// Definicdo do Sistema Linear Usando o Comando "syslin”
A=[01; (-k/m] (-c/m)];

B=[0;1/m];

c=[00];

D =[0];

MassaMolaAmortecedor = syslin('c’, A, B, C, D);

// Defini¢do do Vetor de Tempo

t=0:0.01:2;

// Defini¢do da Condigdo Inicial

x0 =[0; 0];

// Defini¢do da Entrada

u = ones (2*t);

// Realizagdo da Simulagdo com o Comando "csim”
[y,x] = csim(u, t, MassaMolaAmortecedor, x0);

1 = scf(1);
plot(tx);

h1 =legend(['x,'xp']);

xtitle('Resposta do Sistema','Tempo (s)',' Deformacdo da Mola (m) ou Velocidade do Bloco (m/s)");
xgrid;

SAIDAS
O enunciado solicita simulagdes para trés cenadrios:
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Figura 2: Resposta do Sistema para
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Figura 3: Resposta do Sistema para {

Resposta do Sistema

1 1 1 1
o 1 1 1 1
E 1 ! 1 !
1 1 1 1
1 1 1 1
---=- r==-=-=---=--- r----7 F=-r---
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
[ | e L I I
1 1 [ 1 [
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
_——— = | PR e | I I
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
—-— == 1—- === R - F--F---
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
=TT T 1-T T " r-==-=°a-=-°=-°=- [ r=-r=-=--
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
mm [ | S [} I I,
1 1 [ 1 [
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
- === - I—— — - - e - - -t F--F---
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
=== 1--=-- r==-=-=---=--- r----7 F=-r---
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 |
N [ [ N A [
1 1 1 1 1
1 1 1 1
1 1
T 1
T
T T t
—
t 5 °
a o
o

(s/w) 0a0|g op apeplaojas no (W) ejow ep oedewoeq

-0.002

1.4 1.6 18

12

04 0.8 oe

02

Tempo (s)



=10

Figura 4: Resposta do Sistema para {
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LICAO 1 — AUTOVALORES DE A E RAIZES DE G(S)

A fim de se calcular os autovalores da matriz A, realizamos a seguinte operagao:

det(A—AI) =0
dt[ A 1 0
e =
_k/ _C/ -1

c k
A/ m+ D+ m=0= 2+=2+—=0
C/m+D+%m +m +m

Nota-se que as raizes do polindmio acima exposto sdo as mesmas do polindmio G (s)

para as condigdes iniciais dadas. Considerandom =1 kg,k = 900 N/me { = 0,1:

A=

—m (%)2 _4(%) :{/11 = 3+ 9V1li
2 Ay = =3 —9V11i

E possivel verificar, entdo, que o mdédulo dos autovalores é igual a frequéncia natural do

sistema massa-mola-amortecedor:

k
w= \/; =+v900 = 30rad/s

2
Al = ] = 32+ (9VTT)” = 30

=4 =12, =30

Nota-se também que, dividindo o médulo da parte real do nimero complexo pelo

maddulo do nimero complexo, obtém-se o coeficiente de amortecimento:

R(A R(4 3
RGU|_[RG_3
al ~ Thl 30

Observa-se, ainda, que a frequéncia de oscilacdo é igual ao mddulo da parte imagindria

do polo:

11(A)] = [I(A,)| = 9VIT = 29,85 rad/s = wy/1 — {2



LICAO 2 — SIMULACAO PARA CENARIOS DIVERSOS

Para esta tarefa, pede-se a simulacdo do exercicio em caso de entrada nula para

diferentes condigdes iniciais ndo nulas. Optou-se por utilizar as seguintes condicGes iniciais:

e x(0)=[-3-25-2-15-1,1,15,2,2.5,3]
e %(0)=[-3,-25-2-15-1,1,15,2,2.5,3]

Cobico

clear

// Defini¢do dos Para@metros

m=1;//[m]=kg

k= 3 // [kl = N/m

zeta = input( ); // testar com os trés casos (zeta < 1; zeta = 1; zeta > 1)
c=2*zeta*sqrt(k/m); // [c] = Ns/m

// Definig¢do do Vetor de Tempo
t= ;

// Defini¢do da Condigdo Inicial
x0=[-3-2.5-2-15- ]
xp0 = [-3-2.5-2-15 - I

// Integragdo Numérica
funcprot(0)
function dy=MassaMolaAmortecedor(t, y)
dy(1) =y(2);
dy(2) = -(k/m)*y(1) - (c/m)*y(2);
endfunction
fori=
y = ode([x0(i);xp0(i)],0,t, MassaMolaAmortecedor);
for j=1:length(t)
x(ij) = y(Lj);
xp(i,) = y(2.));
end
end

//Plotagem

scf(1);

xtitle( );

xlabel( );

ylabel( );

fori= 1:length(x0)
plot(x(i,),xp(i,),);

end

xgrid

SAIDAS

Sdo obtidos, assim, os espacos de fases para trés cenarios distintos. Para o primeiro, em
que se tem polos complexos ( { < 1), temos a Figura 5. Ja para o caso de polos reais e iguais

(¢ = 1), temos a Figura 6. Por fim, para polos reais e distintos ( { > 1), temos a Figura 7.
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Figura 5: Espago de Fases para
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Figura 7: Espago de Fases para {
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