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EQUACOES DIFERENCIAIS

EXEMPLO 1 — METODO DE EULER

funcao.sci

function [ydot|=funcao(y)
ydot = (1-y)/2;

endfunction

save ('funcao.sci','funcao');

numericoE.sce

// Conjunto de comandos para solucao numerica de equacao diferencial dada pela funcao funcao.sci
// Apagando dados anteriores:
clear
// Carregando a equacao diferencial:
// Carregue a fungdo usando o comando Load do Scilab
load('funcao.sci','funcao");
// Instante inicial:
t(1) = 0;
// Instante final:
tf=10;
// Condicao inicial:
y(1) =0;
// Valor inicial da solucao exata:
ye(1) =0;
// Passo de integracao (experimente alterar o passo):
h=0.5;
// Calculo de numero de passos):
n = round(tf/h);
// Integracao numerica usando o metodo de Euler:
// Comando for:
fori=1n
// Vetor de tempo:
t(i+1) =t(i) + h;
// Solucao numerica:
y(i+1) = y(i) + h * funcao(y(i));
// Solucao exata:
ye(i+1) = 1-06en (-t(i+1)/2);
// Termino do comando for:
end
// Plotando solucao numerica y versus vetor de tempo t e solucao exata ye versus vetor de tempo t:
plotzd([tt],[y.yel,[-1 -2]);
// Colocando uma legenda na parte inferior direito da figura (parametro 4):
legends(["Solucao numerica","Solucao exata"],[-1,-2],4)
// Colocando um titulo na figura e nomeando os eixos:
xtitle("Comparacao entre solucao numerica e solucao exata","Tempo t","Solucao")
// Abrindo uma nova janela de graficos:
set("current_figure”,1);
// Desenhando outro grafico com linhas diferentes:
plotzd([tt],[y.yel,[1 21);
// Usando a variavel do tipo 'lista’:
T =list("Comparacao entre solucao numerica e solucao exata
numerica","Solucao exata");
// Colocando uma legenda na parte superior esquerda da figura (parametro 2):
legends([T(4),T(5)],[1,2],2);
// Colocando um titulo na figura e nomeando os eixos:
xtitle(T(1),T(2),T(3));
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SAIDAS
Figura 1: Comparagdo entre solugdo numérica por Euler e solugéo exata - Dispersdo
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Figura 2: Comparagdo entre solugdo numérica por Euler e solugdo exata — Linha continua
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EXEMPLO 2 — METODO DE RUNGE KUTTA DE 4° ORDEM
NUMERICOR.SCE

// Conjunto de comandos para solucao numerica de equacao diferencial [1-y(i)]/2

// Apagando dados anteriores:

clear

// Instante inicial:

t(1) = 0;

// Instante final:

tf=10;

// Condicao inicial:

y(1) =0;

// Valor inicial da solucao exata:

ye(1) =0;

// Passo de integracao (experimente alterar o passo):
h=0.5;

// Calculo de numero de passos):

n = round((tf-t(1))/h);

// Integracao numerica usando o metodo de Runge Kutta:

// Comando for:
fori=1n
//Vetor de tempo:
t(i+1) = t(i)+h;
// Solucao numerica:
k1 =h*(1-(y(1))/2
k2 =h*(1-(y(i)+k1/2))/2;
k3 =h*(1-(y(i)+k2/2))/2;
k4 =h*(1-(y(i)+k3))/Z;
y(i+1) = y(i) + ((k1+2*k2+2*k3+k4)/6);
// Solucao exata:
ye(i+1) = 1 - %en (-t(i+1)/2);
// Termino do comando for:
end

// Plotando solucao numerica y versus vetor de tempo t e solucao exata ye versus vetor de tempo t:

plotZd([t,t],[y,ye],[-l '2]);

// Colocando uma legenda na parte inferior direito da figura (parametro 4):
legends(["Solugdo numérica","Solugdo exata"],[-1,-2],4)

// Colocando um titulo na figura e nomeando os eixos:

xtitle("Comparagao entre solucdo numeérica e solugdo exata","Tempo t","Solugdo")
// Abrindo uma nova janela de graficos:

set("current_figure",1);

// Aumentando a espessura das linhas:

xset('thickness',2)

// Aumentando o tamanho da fonte:

xset('font size',4)

// Desenhando outro grafico com linhas diferentes:
plotzd([tt].[y.yel[1 2]);

// Usando a variavel do tipo 'lista’:

T =list("Comparacdo entre solucdo numérica e solugdo exata
numérica","Solucdo exata");

// Diminuindo a espessura das linhas:

xset('thickness',1)

// Colocando uma legenda na parte superior esquerda da figura (parametro 2):
legends([T(4),T(5)],[1,2],2);

// Colocando um titulo na figura e nomeando oseixos:

xtitle(T(1),T(2),T(3));

// Colocando uma grade no grafico:

xgrid(1)
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Figura 3: Comparagdo entre solugdo numérica por Runge Kutta e solugdo exata - DispersGo
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Figura 4: Comparagdo entre solugdo numérica por Runge Kutta e solugdo exata — Linha continua
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EXERcIicIO 1 — RESERVATORIO UNICO

Para este exercicio, ambos os métodos de integracdo serdo aplicados em um unico

codigo, no arquivo nomeado como 1lnumerico.sce. Para modelar o problema, utilizou-se a

o)

seguinte equacao diferencial:

INUMERICO.SCE

clear

function [hdot|=funcao(h, S, R, ro, G, Qe)
hdot = (1/S) * (- sqrt(ro*G*h/R) + Qe);
endfunction

S =10; // drea da segdo transversal

R =2%*(108); // relagdo de vazdo com perda de carga
ro = 1000; // massa especifica da dgua

G =10; // aceleragdo da gravidade

Qe =0.010247; // vazdo de entrada

t(1) = 0; // instante inicial

tf =40000; // instante final

HRK(1) = 0; // condigdo inicial - Runge Kutta

HE(1)= 0; // condigdo inicial - Euler

h =400; // passo de integracdo

n = round((tf-t(1))/h); // cdlculo do niimero de passos

// Integracao numérica usando o metodo de Runge Kutta:
fori=1n

t(i+1) = t(i) + h; // vetor de tempo

k1 = funcao(HRK(i),S,R,ro,G,Qe);

k2 = funcao(HRK(i)+h*0.5%k1,S,R,ro0,G,Qe);

k3 = funcao(HRK(i)+h*0.5%k2,S,R,ro0,G,Qe);

k4 = funcao(HRK(i)+h*k3,S,R,ro,G,Qe);

HRK(i+1) = HRK(i)+((k1+2*k2+2*k3+k4)*(h/6));
end

// Integracao numérica usando o método de Euler:
fori=1n

t(i+1) = t(i) + h; // vetor de tempo

HE(i+1) = HE(i) + h * funcao(HE(i),S,R,r0,G,Qe); // solucdo numeérica
end

// Plotagem do grdfico:

plot2d([tt],[HE,HRK],[1 2]);

T=list("Solugdo Numérica ","Tempo t","Solucido");
legends(["Euler”,"Runge Kutta"],[1,2],4)

xset('thickness',1); // diminuindo espessura das linhas;
xtitle(T(1),T(2),T(3)); // colocando titulo e nomeando os eixos
xgrid(1) // adicionando grade ao grdfico



SAIDAS

Considerando a Figura 5 abaixo exposta, nota-se um cardter proximo do logaritmico das
curvas. Além disso, percebe-se que as respostas obtidas pelos diferentes métodos apresentam

grande similaridade.

Figura 5: Solucdo Numérica - Reservatdrio Unico
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EXERCICIO 2 — SISTEMA COM D0IS RESERVATORIOS

Para a andlise desse sistema serdo desenvolvidos dois programas distintos, o primeiro
utilizando o método de Euler e o segundo utilizando Runge Kutta de 4° ordem. Para modelar o

problema, utilizou-se o seguinte sistema de equacdes diferenciais:

(.1 pg(hy — hy)
hy = 5_1lQe T T R,
3
B = 11 |pg(hi —hy)  |pgh,
2 52 Ra Rs

Vale também ressaltar que, na simulacgdo, os valores de area da sec¢do transversal e de

raio do reservatério 2 foram considerados menores quando comparados aos do reservatorio 1.



2NUMERICOE.SCE

clear

function [h1dot|=freservatoriol(h1, h2, S1, Ra, ro, G, Qe)
hidot = (1/S1) * (- sqrt(ro*G*(h1-h2)/Ra) + Qe);
endfunction

function [h2dot|=freservatorio2(h1, h2, S2, Ra, Rs, ro, G, Qe)
h2dot = (1/52) * (sqrt(ro*G*(h1-h2)/Ra) - sqrt(ro*G*h2 /Rs))
endfunction

S1=10; // drea da secdo transversal do reservatdrio 1
S2 =7; //drea da secdo transversal do reservatdrio 2

Ra = 2*(1078); // relagdo de vazdo com perda de carga
Rs = 1.5%(1078); // relacdo de vazdo com perda de carga
ro = 1000; // massa especifica da dgua

G =10; // aceleragdo da gravidade

Qe =0.010247; // vazdo de entrada

t(1) = 0; // instante inicial

tf =40000; // instante final

H1(1) = 0; // condigdo inicial reservatdrio 1

H2(1) = 0; // condigdo inicial reservatdrio 2

h =100; // passo de integracdo

n = round((tf-t(1))/h); // cdlculo do niimero de passos

// Integragdo numérica usando o método de Euler:
fori=1m
t(i+1) = t(i) + h; // vetor de tempo
H1(i+1) =H1(i) + h * freservatoriol (H1(i),H2(i),S1,Ra,ro,G,Qe); // solucdo numérica do reservatorio 1
H2(i+1) = H2(i) + h * freservatorio2 (H1(i),H2(i),S2,Ra,Rs,r0,G,Qe); // solucdo numérica do reservatorio 2
end

// Plotagem dos grdficos:

plot2d([tt],[H1,H2],[1 2]);

T = list("Solu¢do Numérica - Método de Euler ","Tempo t","Solugdo");
legends(["Reservatério 1","Reservatorio 2"],[1,2],4)
xset('thickness',1); // diminuindo espessura das linhas;
xtitle(T(1),T(2),T(3)); // colocando titulo e nomeando os eixos
xgrid(1) // adicionando grade ao grdfico

2NUMERICOR.SCE

clear

function [h1dot|=freservatoriol(h1, h2, S1, Ra, ro, G, Qe)
hildot = (1/S1) * (- sqrt(ro*G*(h1-h2)/Ra) + Qe);
endfunction

function [h2dot]|=freservatorio2(h1, h2, S2, Ra, Rs, ro, G, Qe)
h2dot = (1/S2) * (sqrt(ro*G*(h1-h2)/Ra) - sqrt(ro*G*h2 /Rs))
endfunction

S1=10; // drea da secdo transversal do reservatério 1
S2 =7; //drea da secdo transversal do reservatorio 2

Ra = 2*(1078); // relagdo de vazdo com perda de carga
Rs = 1.5%(1078); // relagdo de vazdo com perda de carga
ro = 1000; // massa especifica da dgua

G =10; // aceleragdo da gravidade



Qe =0.010247; // vazdao de entrada

t(1) = 0; // instante inicial

tf =40000; // instante final

H1(1) = 0; // condigdo inicial reservatdrio 1

H2(1) = 0; // condigdo inicial reservatdrio 2

h =100; // passo de integragdo

n = round((tf-t(1))/h); // cdlculo do niimero de passos

// Integracdo numérica usando o método de Euler:

fori=1n
t(i+1) = t(i) + h; // vetor de tempo
k1 = freservatoriol (H1(i),H2(i),S1,Ra,ro,G,Qe);
k2 = freservatoriol (H1(i)+h*0.5*k1,H2(i)+h*0.5%k1,S1,Ra,ro,G,Qe);
k3 = freservatoriol (H1(i)+h*0.5*k2,H2(i)+h*0.5*k2,S1,Ra,ro,G,Qe);
k4 = freservatoriol (H1(i)+h*k3,H2(i)+h*k3,51,Ra,ro,G,Qe);
H1(i+1) = H1(i)+((k1+2*k2+2*k3+k4)*(h/6));
k1 = freservatorio2(H1(i),H2(i),S2,Ra,Rs,ro,G,Qe);
k2 = freservatorio2(H1(i)+h*0.5*k1,H2(i)+h*0.5%k1,S2,Ra,Rs,ro,G,Qe);
k3 = freservatorio2(H1(i)+h*0.5*k2,H2(i)+h*0.5%k2,S2,Ra,Rs,ro,G,Qe);
k4 = freservatorio2(H1(i)+h*k3,H2(i)+h*k3,52,Ra,Rs,ro,G,Qe);
H2(i+1) = H2(i)+((k1+2*k2+2*k3+k4)*(h/6));

end

// Plotagem dos grdficos:

plot2d([tt],[H1,H2],[1 2]);

T = list("Solugdo Numérica - Método de Runge Kutta ","Tempo t","Solugdo");
legends(["Reservatério 1","Reservatorio 2"],[1,2],4)

xset('thickness',1); // diminuindo espessura das linhas;
xtitle(T(1),T(2),T(3)); // colocando titulo e nomeando os eixos

xgrid(1) // adicionando grade ao grdfico
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Figure 6: Solugéo Numérica - Método de Euler

Solugdo Numérica - Métoda de Euler
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Figure 7: Solugdo Numérica - Método de Runge Kutta

Solugao Numérica - Métado de Runge Kutta
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Como esperado, a altura do reservatério 1 permanece superior a do reservatério 2 ao

longo do tempo. Além disso, nota-se também a similaridade dos resultados obtidos por ambos

0s métodos numeéricos.



