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EXEMPLO 1

Este exemplo implementa uma solugcdo numérica para a equacao

diferencial )= [1-))r2 segundo o Método de Euler. Para realizacédo deste
exemplo, foi implementado o seguinte cédigo:

clear

/I Carregando a equacao diferencial:

function [ydot]=funcao(y)

ydot=(1-y)/2;

endfunction

/I Instante inicial:

t(1)=0;

/I Instante final:

tf=10;

/I Condicao inicial:

y(1)=0;

/I Valor inicial da solucao exata:

ye(1)=0;

/I Passo de integracao (experimente alterar o0 passo):

h=0.5;

/I Calculo de numero de passos):

n=round(tf/h);

/I Integracao numerica usando o method de Euler:

/I Comando for:

fori=1:n

/I Vetor de tempo:

t(i+1)=t(i)+h;

/I Solucao numerica:

y(i+1)=y(i)+h* funcao(y(i));

/l Solucao exata:

ye(i+1)=1-%e"(-t(i+1)/2);

/I Termino do comando for:

end

/I Plotando solucao numerica y versus vetor de tempo t e solucao exata ye versus vetor de tempo
t:

p|0t2d([t,t],[y,ye],[-1 '2])!

/I Colocando uma legenda na parte inferior direito da figura (parametro 4):
legends(["Solucao numerica","Solucao exata"],[-1,-2],4)

/I Colocando um titulo na figura e nomeando os eixos:

xtitle("Comparacao entre solucao numerica e solucao exata","Tempo t","Solucao")
/I Abrindo uma nova janela de graficos:

set("current_figure",1);

/I Desenhando outro grafico com linhas diferentes:

plot2d([t.t],[y.ye],[1 2]);

/l Usando a variavel do tipo 'lista’:

T=list("Comparacao entre solucao numerica e solucao exata","Tempo t","Solucao","Solucao
numerica","Solucao exata");

/I Colocando uma legenda na parte superior esquerda da figura (parametro 2):
legends([T(4),T(5)],[1,2],2);

/I Colocando um titulo na figura e nomeando 0s eixos:
xtitle(T(2),T(2),T(3));

O resultado do programa implementado esta representado pelas figuras
1 e 2. Pode-se constatar que a solucdo numérica pelo método de Euler apresenta
resultados proximos da solucéo exata.
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Figura 1 - Solucéo por Método de Euler com resultados discretos
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Figura 2 - Solucao por Método de Euler com resultados linearizados
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EXEMPLO 2

Este exemplo implementa uma solugdo numérica para a equacao

diferencial Y= [1-))r2 segundo o Método de Runge-Kutta. Para realizacédo
deste exemplo, foi implementado o seguinte codigo:

/I Apagando dados anteriores:

clear

/I Instante inicial:

t(1)=0;

/I Instante final:

tf=10;

/I Condicao inicial:

y(1)=0;

/I Valor inicial da solucao exata:

ye(1)=0;

/I Passo de integracao (experimente alterar o passo):
h=0.5;

/I Calculo de numero de passos:

n=round((tf-t(1))/h);

/I Integracao numerica usando o metodo de Runge Kultta:
/I Comando for:

fori=1:n

/I Vetor de tempo:

t(i+1)=t(i)+h;

/I Solucao numerica:

k1=h*(1-(y(i)))/2;

k2=h*(1-(y(i)+k1/2))/2;

k3=h*(1-(y(i)+k2/2))/2;

k4=h*(1-(y(i)+k3))/2;

y(i+1)=y(i)+((k1+2*k2+2*k3+k4)/6);

/I Solucao exata:

ye(i+1)=1-%e"(-t(i+1)/2);

/I Termino do comando for:

end

/I Plotando solucao numerica y versus vetor de tempo t e solucao exata ye versus vetor de
tempo t:

plOtZd([t,t],[y,yE],['l '2])!

/I Colocando uma legenda na parte inferior direito da figura (parametro 4):
legends(["Solucao numerica","Solucao exata"],[-1,-2],4)
/I Colocando um titulo na figura e nomeando os eixos:
xtitle("Comparacao entre solucao numerica e solucao exata","Tempo t","Solucao")
/I Abrindo uma nova janela de graficos:
set("current_figure", 1);

/I Aumentando a espessura das linhas:

xset(‘thickness',2)

/I Aumentando o tamanho da fonte:

xset(‘font size',4)

/I Desenhando outro grafico com linhas diferentes:
plot2d([t,t].[y.ye],[1 2]);

/I Usando a variavel do tipo 'lista’:

T=list("Comparacao entre solucao numerica e solucao exata","Tempo t","Solucao","Solucao
numerica","Solucao exata");

/I Diminuindo a espessura das linhas:

xset('thickness',1)

/I Colocando uma legenda na parte superior esquerda da figura (parametro 2):
legends([T(4),T(5)],[1,2],2);

/I Colocando um titulo na figura e nomeando 0s eixos:



xtitle(T(1),T(2),T(3));
/I Colocando uma grade no grafico:
xgrid(1)

As figuras 3 e 4 apresentam os resultados obtidos através do programa
implementado. Pode-se constatar que o Método Runge-Kutta apresenta grande
precisdo, dado que, graficamente, coincide com a solugéo exata.

Figura 3 - Solucéo por Método de Runge-Kutta com resultados discretos
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Figura 4 - Solug&o por Método de Runge-Kutta com resultados linearizados
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EXERCICIO 1

Exercicio:
Implemente um programa no Scilab que resolva numericamente a equacio diferencial que modela o sistema
abaixo, tanto pelo método de Euler como Runge Kutta.

g Reservatorio com dgua
Parametros:
S=10m’- drea da seg¢do transversal (constante)
0. R =2x10" Pa/(m’/s)’ - pardmetro que relaciona vazdo com queda
de pressdo (perda de carga)
p = 1000 kg/m’ - massa especifica da dgua
G = 10 m/s” - aceleracdo da gravidade na superficie da terra

1|

4 Varidveis:

0, =0,010247 m%/s - vazdo de entrada

m h: nivel do reservatério [m]

h V: volume de agua no reservatorio [mJ]

0 P: pressio relativa a atmosférica, no fundo do reservatério [Pa]
i Q.: vazio de saida [m¥/s]

P =
R | Admite-se que a dgua seja incompressivel.
Pela equacdo da continuidade: Volume de dgua no reservatério:
dV=Q -5 V=Sh = V==5Sh
dt ¢
Substituindo:
Vamos admitir que a perda de carga na saida ¢ modelada i pgh
pela expressio: Sh=0, - ¥
2 P
P=RO; = 0, =\’_
R Resultando na seguinte equagdo difererencial ordindria
ndo linear (modelo de | reservatorio):
Por outro lado, a pressdo no fundo do reservatorio é: . peh 1
P=pgh h=_f_+Qe =
R S

Considere uma entrada Q, constante.

Utilizando, primeiramente, o método de Euler, chega-se nos resultados
mostrados e plotados nos graficos a seguir. O codigo € apresentado

posteriormente no apéndice.



Figura 5 - Solucao pelo Método de Euler da variacdo do nivel do reservatério

Figura 6 - Solugao pelo Método de Euler da variagédo do volume de agua do reservatério




Figura 7 - Solucéo pelo Método de Euler da variagéo da presséo no fundo do reservatorio

Figura 8 - Solugao pelo Método de Euler da variagédo da vazao de saida




Agora, utilizando o método de Runge-Kutta, chega-se nos seguintes
resultados.

Figura 9 - Solugao pelo Método de Runge-Kutta da variacéo do nivel do reservatorio.

Figura 10 - Solucéo pelo Método de Runge-Kutta da variagédo do volume de agua do
reservatorio.




Figura 11 - Solucao pelo Método de Runge-Kutta da variacao da pressao no fundo do
reservatorio

Figura 12 - Solucéo pelo Método de Runge-Kutta da variagdo da vazao de saida

Percebe-se que ambos os métodos resultam em integracbes em que
apresentam os mesmos resultados.



EXERCICIO 2

Desenvolva um programa em Scilab que resolva numericamente o sistema de
equacdes diferencias que modela o sistema com dois reservatérios, usando tanto
Euler como Runge Kutta. Dica: raciocine com vetores.
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A seguir estdo representados os graficos do sistema com dois

reservatorios, resolvido pelo método de Euler.

Figura 13 - Solucéo pelo Método de Euler comparacéo das alturas dos reservatérios
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Figura 14 - Solucao pelo Método de Euler comparacéo dos volumes dos reservatorios

Figura 15 - Solucéo pelo Método de Euler comparacéo das pressdes dos reservatérios




Figura 16 - Solucao pelo Método de Euler comparacao das vazdes dos reservatorios




APENDICE

Método de Euler — Sistema com um reservatorio

// Apagando dados anteriores:
clear

//Exercicio

S=10//m2 - drea da segdo transversal (constante)

R =2e8 //Pa/(m3/s)2 - pardmetro que relaciona vazdo com queda de pressdo (perda de carga)
p = 1e3 //kg/m3 - massa especifica da dgua

g=10//m/s2 - aceleragdo da gravidade na superficie da terra

Qe =0.010247 //m3/s - vazdo de entrada

//Achar

//h (nivel do reservatdrio [m])

//V (volume de dgua no reservatorio [m3])

//P (pressdo relativa a atmosférica, no fundo do reservatorio [Pa])
//Qs (vazdo de saida [m3/s])

//Admite-se que a dgua seja incompressivel.

function ydot=funcao(y)

ydot=(-sqrt(p*g*y/R)+Qe)/S;
endfunction

// Instante inicial:

t(1)=0;

// Instante final:

tf=10;

// Condicao inicial:

y(1)=0;

// Valor inicial da solucao exata:
ye(1)=0;

// Passo de integracao (experimente alterar o passo):
h=0.1;

// Calculo de numero de passos:
n=round(tf/h);

// Integracao numerica usando o metodo de Euler:
// Comando for:

fori=1:n

// Vetor de tempo:
t(i+1)=t(i)+h;

// Solucao numerica:
y(i+1)=y(i) +h*funcao(y(i));

// Termino do comando for:

end

V = S*y;
P =p*g*y;
Qs =sqrt(P/R);

// Plotando solucao numerica y versus vetor de tempo t:
figure(1);

plot2d([t],[y]);
xtitle("Nivel h do reservatério”,"Tempo t","Solucao")

figure(2);
plot2d([t],[V]);
xtitle("Volume de dgua no reservatério”,"Tempo t","Solucao")

figure(3);
plot2d([t],[P]);
xtitle("Pressdo P no fundo do reservatério”,"Tempo t","Solucao")



figure(4);

plot2d([t],[Qs]);
xtitle("Vazdo de saida","Tempo t","Solucao")

Método de Runge-Kutta — Sistema com um reservatério

// Apagando dados anteriores:
clear

//Exercicio

S=10//m2 - drea da segdo transversal (constante)

R =2e8 //Pa/(m3/s)2 - pardmetro que relaciona vazdo com queda de pressdo (perda de carga)
p = 1e3 //kg/m3 - massa especifica da dgua

g=10//m/s2 - aceleragdo da gravidade na superficie da terra

Qe =0.010247 //m3/s - vazdo de entrada

//Achar

//h (nivel do reservatdrio [m])

//V (volume de dgua no reservatorio [m3])

//P (pressdo relativa a atmosférica, no fundo do reservatorio [Pa])
//Qs (vazdo de saida [m3/s])

//Admite-se que a dgua seja incompressivel.

// Instante inicial:

t(1)=0;

// Instante final:

tf=10;

// Condicao inicial:

y(1)=0;

// Valor inicial da solucao exata:
ye(1)=0;

// Passo de integracao (experimente alterar o passo):
h=0.1;

// Calculo de numero de passos:
n=round(tf/h);

// Integracao numerica usando o metodo de Runge Kutta:
// Comando for:

fori=1:n

// Vetor de tempo:

t(i+1)=t(i)+h;

// Solucao numerica:

k1=(-sqrt(p*g*y(i)/R)+Qe)/S
k2=(-sqrt(p*g*(y(i)+h*k1/2)/R)+Qe)/S
k3=(-sqrt(p*g*(y(i)+h*k2/2)/R)+Qe)/S
k4=(-sqrt(p*g*(y(i)+h*k3)/R)+Qe)/S

//kI=h(1-((1)))/2;
//k2=h*(1-(y(i)+k1/2))/2;
//k3=h*(1-(y(i)+k2/2))/2;
//k4=h*(1-(y(i)+k3))/2;

y(i+1)=y(i)+((k1+2*k2+2*k3+k4)*h/6);

// Termino do comando for:
end

V=S*y
P=p*g'y
Qs =sqrt(P/R)

// Plotando solucao numerica y versus vetor de tempo t:
figure(1);
plot2d([t].[y]);



nn

xtitle("Nivel h do reservatério”,"Tempo t","Solucao")

figure(2);

plot2d([t],[V]);
xtitle("Volume de dgua no reservatério”,"Tempo t","Solucao")

figure(3);
plot2d([t],[P]);
xtitle("Pressdo P no fundo do reservatorio

"o nn

,"Tempo t","Solucao")

figure(4);

plot2d([t],[Qs]);
xtitle("Vazio de saida

nn nn

,"Tempo t","Solucao")

Método de Euler — Sistema com dois reservatorios

// Apagando dados anteriores:
clear

//Exercicio

S1=10//m2 - drea da segdo transversal (constante)

S2 =2 //m2 - drea da segdo transversal (constante)

R1 = 2e8 //Pa/(m3/s)2 - pardmetro que relaciona vazdo com queda de pressdo (perda de carga)
R2 =1.6e8 //Pa/(m3/s)2 - pardmetro que relaciona vazdo com queda de pressdo (perda de carga)
p =1e3 //kg/m3 - massa especifica da dgua

g=10//m/s2 - aceleragdo da gravidade na superficie da terra

Qe =0.010247 //m3/s - vazdo de entrada

//Achar

//h (nivel do reservatdrio [m])

//V (volume de dgua no reservatério [m3])

//P (pressdo relativa a atmosférica, no fundo do reservatdrio [Pa])
//Qs (vazdo de saida [m3/s])

//Admite-se que a dgua seja incompressivel.

function hdotl=hp1(h1, h2)
hdot1=(Qe-sqrt(p*g*(h1-h2)/R1))/S1;
endfunction

function hdot2=hp2(h1, h2)
hdot2=(sqrt(p*g*(h1-h2)/R1)-sqrt(p*g*h2 /R2))/S2;
endfunction

// Instante inicial:

t(1)=0;

// Instante final:

tf=10;

// Condicoes iniciais:

h1(1)=0;

h2(1)=0;

// Passo de integracao (experimente alterar o passo):
h=0.1;

// Calculo de numero de passos:
n=round(tf/h);

// Integracao numerica usando o metodo de Euler:

// Comando for:

fori=1:n

// Vetor de tempo:

t(i+1)=t(i)+h;

// Solucao numerica:

h1(i+1)=h1(i)+h*hp1(h1(i),h2(1);

h2(i+1)=h2(i)+h*hp2(h1(i+1),h2(i)); //colocando h1(i+1) para usar um dado mais atualizado
// Termino do comando for:



end

V1 =S1*h1;
P1 =p*g*hl;
Qs1 =sqrt(P1/R1);

V2 =S2*h2;
P2 = p*g*h2;
Qs2 =sqrt(P2/R2);

// Plotando solucao numerica y versus vetor de tempo t:
figure(1);
plot2d([t,t],[h1,h2],[1 2]);

legends(["Altura h1","Altura h2"],[1,2],2)
xtitle("Comparacao das alturas dos reservatérios

non nn

,"Tempo t","Solucao")

figure(2);

plot2d([t,t],[V1,V2], [12]);

xtitle("Comparacao dos Volumes dos reservatorios
figure(3);

plot2d([t,t],[P1,P2], [1 2]);

xtitle("Comparacao das pressdes dos reservatdérios”,"Tempo t","Solucao")
figure(4);

plot2d([t,t],[Qs1, Qs2], [1 2]);

xtitle("Comparacao das vazdes dos reservatorios","Tempo t","Solucao")

,"Tempo t","Solucao")



