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1 Exemplos

1.1 Comparacao entre a solucdo numérica e analitica com o mé-

todo de Euler

1.1.1 Modelagem

Como motivacao para exemplificar uma integragdo numérica, utilizaremos um ma-
terial cujo calor especifico a pressao constante c,, que estd inicialmente a uma temperatura

Ty, sofre uma variagao infinitesimal de temperatura, modelada por:

me,dT = Ak(Ty — T')dt = calor trocado no intervalo de tempo dt (1.1)
ar Ak
—=—Uy-T 1.2
1= T) (12

ou, chamando

T=y (1.3)
A
—k =C (1.4)
mep
obtemos
y=C(Tr—vy) (1.5)

Ao adotarmos C' =1/2 e Tp = 1, tem-se
(1) = (1 —y(1))/2 (1.6)

com parametros de tempo iniciais e finais, respectivamente dados por ¢; = 0 e ty = 10.

O problema acima também possui solugao analitica (exata), dada por

Ye(t) =1 — e /2 (1.7)

1.1.2 Cédigo

Utilizando o método de Euler no cédigo abaixo, podemos simular a integracao

numérica, com passo 0,5, e a analitica com a equagao 1.7.

1 cle(); clear(); close();
2

3 %(1) = 0; %instante inicial
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tf = 10; %instante final

y(1) = 0; %condigao inicial

ye(1l) = 0; %valor inicial da solugado exata
h = 0.5; %passo
n = round (tf/h); %Calculo do nimero de passos

for i=1:n %método de Euler
t(i+1)=t(i)+h; %vetor de tempo
y(i+1)=y(i)+h*derivada (y(i)); %soluc¢do numérica
ye(i+1) = 1—exp((—t(i+1)/2)); %solugdo exata

end

) f1 = figure;

plot (t,y,t,ye)

title ("Determinacao da temperatura do corpo")
xlabel ("Tempo (s)")

ylabel (" Temperatura ( C )")

legend ('Solugao Numérica','Solugdo Analitica'

,'Location ', 'southeast ')

; grid on

ax = gca;

ax . XRuler. Exponent = 0;

9 trocar ()

Com esse codigo para derivada:

function out = derivada(y)
out = (1-y)/2;
end

E esse para substituicao de ponto por virgula nos graficos:

function trocar ()

xl=get (gca, 'XTickLabel ") ;
new_xl=strrep (xl(:),". ", ", ");
set (gea, 'XTickLabel ' jnew_x1);

yl=get (gca, 'YTickLabel ') ;
new_yl=strrep (yl(:),". ", ", ");
set (gea, 'YTickLabel ' jnew_yl);

end
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1.1.3 Resultados

Comparagdo entre solugde numerica e solugdo exata
T T T . T .

——

Solugdo Mumérica |
Solugdo Exata
. . . . . . | | |

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tempo t (s)

Figura 1 — Primeiro tipo de grafico para os resultados da temperatura

Comparagédo entre solugdo numerica e solugdo exata
T T T T T ————

Solugdo numérica

Solugdo exata

Tempo t (s)

Figura 2 — Segundo tipo de grafico para os resultados da temperatura

Observa-se que ha uma disparidade entre as solucoes, que é mitigada com o aumento

do passo. Com um passo h = 0.1, obtemos:



Capitulo 1. FEzemplos 5

Comparacao entre solugdo numeérica e solugdo exata

0,9 2
0.8 7
./)
0.7 /
&
K{-

0.6
o /
S, /
205
=]
w

04r

0.3

02

f
0.1 —.r" Solugdo Numeérica |
f Solugdo Exata
0 . i . L L
0 1 Z 3 4 5 ] T 8 9 10
Tempo t (s)

Figura 3 — Primeiro tipo de grafico para os resultados da temperatura, com passo menor

Comparacgao entre solugdo numeérica e solugdo exata
Solugdo numerica
Solugdo exata

Tempo t (s)

Figura 4 — Segundo tipo de gréafico para os resultados da temperatura, com passo menor

1.2 Comparacao entre a solucdo numérica e analitica com o mé-

todo de Runge-Kutta

1.2.1 Modelagem

A modelagem nesse exercicio é a mesma do anterior, mas dessa vez, utilizaremos o

método de Runge-Kutta para a integragao numérica, e a analitica com a equacao 1.7.
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1.2.2 Coddigo

Utilizando o método de Runge-Kutta no cdédigo abaixo, executamos a integracao

com passo 0,5.

cle (); clear (); close();

t(1) = 0; %instante inicial

tf = 10; %instante final

y(1) = 0; %condigao inicial

ye(1l) = 0; %valor inicial da solugado exata

h 0.5; %passo

n = round (tf/h); %Cdlculo do nitmero de passos

for i=1:n %método de Runge—Kutta
t (i+1)=t(i)+h; %tempo
k1l = hxderivada(y(i));
k2 = hxderivada (y(i)+kl/2);
k3 = hxderivada (y(i)+k2/2);
k4 = hxderivada (y(i)+k3);

y (i+1)=y (i)+(kl+2+k2+2xk3+k4) /6; Y%solugdo numérica
yve(i+1)=l-exp(—t(i+1)/2); %solucao analitica

end

f1 = figure;
plot (t,y,'g")

5 hold on

plot(t,ye,'b")
hold off

title ("Comparagao entre soluc¢ao numérica e solugao exata")

xlabel ("Tempo t (s)")
ylabel ("Solugdo")
(

legend ( 'Solugao Numérica

ax = gca;

5 ax . XRuler. Exponent = 0;

trocar ()

f2 = figure;
plot (t,y, 'LineWidth',2)

,'Solucao Exata','Location', 'southeast")
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hold on

5 plot (t,ye, 'LineWidth ' ,2)

i hold off

" title ("Comparagdo entre solugdo numérica e solugdo exata')
z xlabel ("Tempo t (s)")

ylabel ("Solugdo")

legend ({ 'Solugdo Numérica '
southeast ')

ax = gca;

ax . XRuler. Exponent = 0;

trocar ()

f3 = figure;

plot (t,y, 'LineWidth ' 1)
hold on

plot (t,ye, 'LineWidth' 1)
hold off

T=["Comparagdo entre solucgdo numérica e solugdo exata"',"Tempo t (s)

n

a0","Solugdo numérica"," Solucdo exata'];
title (T(1))

5 xlabel (T(2))

ylabel (T(3))

legend ({T(4) ,T(5)}, " 'FontSize',10,'Location', 'northwest')
ax = gca;

ax.XRuler. Exponent = 0;

trocar ()

grid on

Com esse codigo para derivada:

function out = derivada(y)
out = (1-y) /2;
end

E esse para substituicao de ponto por virgula nos graficos:

function trocar ()

xl=get (gca, 'XTickLabel ') ;
new_xl=strrep (xl(:),". ", ", ");
set (gea, ' XTickLabel ' jnew_xl);

yl=get (gca, 'YTickLabel ") ;
new_yl=strrep (yl(:),"'. ", ", ");
set (gea, 'YTickLabel' jnew_yl);

end

,"Solugdo Analitica'},'FontSize',10,'Location',

!

,"Solug
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1.2.3 Resultados

A seguir, trés tipos diferentes de graficos, meramente para demonstracao de recursos
graficos do Matlab.

Comparacgdo entre solugdo numérica e solugio exata
T T T T T T T

041 F/ Solugdo Numeérica
A Solugdo Exat

0 . . . . . . . . .
0 1 2 3 4 5 ] ¥ 8 9 10

Tempo t (s)

Figura 5 — Primeiro tipo de grafico para os resultados da temperatura

Comparacédo entre solugdo numérica e solugio exata

01t Solugdo Numérica | J
Solugdo Analitica

0 . . . . . . . . .
1] 1 Z 3 4 5 ] T ] 9 10

Tempo t (s)

Figura 6 — Segundo tipo de grafico para os resultados da temperatura
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Comparacgao entre solugdo numeérica e solug

a0 exata

Solugdo numeérica e
Solugio exata -

Tempo t (s)

Figura 7 — Terceiro tipo de grafico para os resultados da temperatura

Observa-se que nesse caso, mesmo com o passo h = 0,5, a solu¢do numérica é bem
mais préoxima a analitica, pois o0 método de Runge-Kutta possui convergéncia maior que o
método de Fuler. Por isso, observando apenas o grafico, ha a impressao de que a solugao

numérica nao esta no grafico, mas estd embaixo da analitica.



10

?2 Exercicios

2.1 Reservatério com uma entrada e uma saida

2.1.1 Modelagem

Esse problema consiste na determinacao da altura de um reservatorio que recebe e

perde agua, em funcao do tempo. A figura 8 mostra um esquema do problema.

|I|QE

Y ] =
F
o P
h
0:
W P —

R

Figura 8 — Esquema do exercicio 1

Os parametros da simulagao sao:

Q. = 0,010247m3/s - vazao de entrada no reservatério, considerada constante;

e S =10m? - 4rea da secdo transversal do reservatério;
e hg = 0Om - altura inicial do reservatorio;

e R =2x10%Pa/(m?/s)? - parAmetro que relaciona vazao com perda de pressao

(perda de carga);

p = 1000kg/m3 - massa especifica da dgua.
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e suas variaveis:

conti

nuidade: o
% = Q. — Qs
Supondo que a expressao abaixo modela a perda de carga na saida:
P
P=RQ— Q=7

com

h - altura do reservatério, em metros;

V' - volume de dgua no reservatério, em metros ciibicos;

P - pressao relativa a atmosférica, no fundo do reservatorio, em Pascal;

Qs - vazao de saida, em metros cibicos por segundo.

Com a hipotese de que a agua é um fluido incompressivel, tem-se, pela equacao da

a pressao no fundo do reservatério dada por:

P = pgh

volume preenchido do reservatério dado por:

Com as substiuigoes, a equacao diferencial ordinaria nao linear é:

V =8h—V =Sh

[, [Peh 1

2.1.2 Cédigo

(2.1)

(2.2)

(2.5)

Assim, pode-se resolver esse problema no Matlab com o método de Euler e de

Runge-Kutta, com o cédigo abaixo.

1 cle(
2

); clear(); close;

3 %Par metros

4 S = 10; %m2, drea da segao transversal

5 R = 2e8; %Pa/(m3/s2) — par metro que relaciona vazao com queda de pressao
6 tho = 1000; %kg/m3 — massa especifica da agua

7g = 10; %mn/s2 — aceleragao da gravidade na Terra

8§ Qe = 0.010247; %m3/s — vazao de entrada

9 hint = 0; %altura inicial

10

11 ti = 0; %tempo inicial

12 tf = 30000; %tempo final
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dt = 0.1; %passo
ndivs = (tf—ti)/dt;
t = linspace (ti,tf,ndivs); %vetor de tempos
) he(1) = hint;
for i=1:ndivs—1
he(i+1)= he(i)+ dtsderivada (he(i),S,R,rho,g,Qe);
3 end
hrk (1) = hint;
- for i=1l:ndivs—1
kl = dtxderivada(hrk(i),S,R,rho,g,Qe);
k2 = dtxderivada (hrk(i)4+k1/2,S,R,rho,g,Qe);
k3 = dtxderivada (hrk (i)+k2/2,S,R,rho,g,Qe);
k4 = dtxderivada (hrk(i)+k3,S,R,rho,g,Qe);
hrk (i+1)=hrk (i)+(k1+2+k2+2xk3+k4) /6;
end
; f1 = figure
plot (t,he)
title ("Altura do reservatério para o Método de Euler')
xlabel ("Tempo(s)")
ylabel ("Altura do reservatdrio (m)")
grid on
f2 = figure
plot (t,hrk)
title (" Altura do reservatério para o Método de Runge—Kutta")
xlabel ("Tempo(s)")
7 ylabel (" Altura do reservatdério (m)")
grid on
e

function hpto = derivada(h,S,R,rho,g,Qe)
hpto = (1/S)*(—(rhox*xgxh/R)"0.54+Qe) ;

2.1.3 Resultados

Com o cddigo acima, foi possivel obter os resultados para o método de Fuler (figura

9) ¢ Runge-Kutta (figura 10).
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Altura do reservatorio para o Méetodo de Euler
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Figura 9 — Altura determinada pelo método de Fuler

Altura do reservatorio para o Méetodo de Runge-Kutta
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Figura 10 — Altura determinada pelo método de Runge-Kutta

Percebe-se que ambos métodos indicaram uma estabilizacao para a altura em 2.1m.

2.2 Dois reservatérios com uma entrada e uma saida

2.2.1 Modelagem

Parecido com o problema anterior, aqui serda determinada a altura em funcao do

tempo de dois reservatorios. A figura 11 mostra um esbogo desse problema.
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Qe
—(lll s: -
V2 h2
D - X ” v X )
R1 R2

Figura 11 — Esquema do exercicio 2

Sob as mesmas mesmas hipdteses adotadas no exercicio de um reservatério, temos

as seguintes equacoes diferenciais:

. 1
hy = [Qe— %(hl—hg) & (2.6)

a ] 1

. 1
hy = [\/gg(hl —hy) — %hQ 5 (2.7)

sendo os parametros:

e Q.=0,010247m?/s - vazao de entrada no reservatério 1, considerada constante;
e S; = 10m? - 4rea da secdo transversal do reservatoério 1;
e Sy = 8m? - 4rea da secao transversal do reservatorio 2

e R, =2x10®Pa/(m?/s)? - parAmetro que relaciona vazao com perda de pressao

(perda de carga) na primeira saida;

e Ry =1x10%Pa/(m?3/s)? - parAmetro que relaciona vazao com perda de pressao

(perda de carga) na segunda saida;
e hyp = Om - altura inicial do reservatorio 1;
e hoy = Om - altura inicial do reservatorio 2;

o p=1000kg/m? - massa especifica da dgua.
e as variaveis:

e hp - altura do reservatoério 1, em metros;

e hy - altura do reservatoério 2, em metros.
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2.2.2 Cébdigo

Assim, pode-se resolver esse problema no Matlab com o método de Fuler e o de

Runge-Kutta, com o cédigo abaixo.

W% Deixa os eixos em LaTeX
set (groot, 'defaultLegendInterpreter
cle();clear ();close();

" 'latex ') ;

hintl = 0; %altura inicial do reservatério 1

; hint2 = 0; %altura inicial do reservatério 2

ti = 0; %tempo inicial
tf 30000; %tempo final
dt = 0.5; %passo

ndivs = (tf—ti)/dt;

4t = linspace (ti,tf,ndivs); %vetor de tempos

he=zeros (ndivs ,2) ;

7 he(1,1:2) = [hintl hint2];

) for i=1:ndivs—1
he(i+1,:) = he(i,:) + dtxderivadas(he(i,1) ,he(i,2));
end
f1 = figure;
plot (t,he)
26 title (" Alturas dos reservatérios para o Método de Euler")
xlabel ("Tempo (s)")
ylabel (" Altura (m)")
legend ('Reservatério 1','Reservatério 2','Location'
grid on
trocar ()
hrk(1,1) = hintl;
35 hrk(1,2) = hint2;
i k(1,1)=0;
37 k(1,2)=0;
for i=1:ndivs—1
k(1,:) = dtxderivadas(he(i,1) he(i,2));
k(2,:) = dtxderivadas(he(i,1)+k(1,1)/2,he(i,2)+k(1,2)/2
k(3,:) = dtxderivadas(he(i,1)+k(2,1)/2,he(i,2)+k(2,2)/2
k(4,:) = dtxderivadas (he(i,1)4+k(3,1) ,he(i,2)+k(3,2));

, "southeast ")

);
);
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hrk (i+1,:)=hrk(i,:)+(k(1,:)+2«k(2,:)+2«k (3 ,:)+k(4,:))/6;

i end

f2 = figure;

plot (t,hrk)

title ("Alturas dos reservatérios para o Método de Runge—Kutta")
xlabel ("Tempo (s)")

ylabel (" Altura (m)")

legend ('Reservatério 1','Reservatério 2','Location','southeast')
grid on

trocar ()

(§

function out = derivadas (hl, h2)

Qe = 0.010247; %m3/s — vazdo volumétrica

rho = 1000; %kg/m3 — massa especifica da dgua
Ra = 2e8; %par metro da perda de carga 1

Rs = 0.5%xRa; %par metro da perda de carga 2

g = 10; %gravidade na terra

S1 = 10; %4rea do reservatdrio 1
S2 = 0.8%xS1; %4rea do reservatério 2
hptl = (1/S1)%x(Qe—(rhoxg*(h1—h2)/Ra) ~0.5) ;

hpt2 = (1/S2)*((rhoxg*(hl1-h2)/Ra)”0.5—(rhoxg*h2/Rs)"0.5);
out = [hptl hpt2];

2.2.3 Resultados

Com o cddigo acima, foi possivel obter os resultados para o método de Fuler (figura
12) e 0o método de Runge-Kutta (figura 13). Os métodos mostraram grande similaridade

no resultado.
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Alturas dos reservatorios para o Metodo de Euler
35 . T T : :

0,5 -/ . _ 4
o Reservatorio 1

Reservatorio 2

D 4 i I i i
1] 5000 10000 15000 20000 25000 30000

Tempo (s)

Figura 12 — Alturas determinadas pelo método de Fuler

Alturas dos reservatorios para o Método de Runge-Kutta
35 T T T :

05 / o _ ]
- Reservatorio 1
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0 5000 10000 15000 20000 25000 30000
Tempo (s)

Figura 13 — Alturas determinadas pelo método de Runge-Kutta
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