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1 Exemplo 1

1.1 Cédigo

O primeiro exemplo trata da resolugao de uma equagao diferencial por integracao
numérica, utilizando o método de Euler. Segue o codigo da equacao diferencial de y em
funcao de y:

//funcdo de y ponto
function [ydot]=funcao(y)

ydot=(1-y) /2;
endfunction

Cédigo da integracao numérica e das plotagens feitas.

//Parametros

t(1)=0;// Instante inicial

t£=10;// Instante final

y(1)=0;// Condicao inicial

ye(1)=0;// Valor inicial da solucao exata

h=0.5;// Passo de integracao (experimente alterar o passo)

n=round (tf/h);// Calculo de numero de passos)

//integrac¢do numérica por Euler
for i=1:n
£ (i+1)=t(i)+h;
y(i+1)=y(i)+hxfuncao(y(i));
ye(i+1)=1-%e¢" (-t (i+1)/2);
end

5 // Plotando solucao numerica y versus vetor de tempo t e solucao exata ye

versus vetor de tempo t:

7 plot2d ([t,t],[y,ye],[-1 —2]);

legends ([ "Solucao numerica","Solucao exata'"],[—1,—2],4)// Colocando uma
legenda na parte inferior direito da figura (parametro 4)

xtitle ("Comparacao entre solucao numerica e solucao exata",'Tempo t","
Solucao")

// Colocando um titulo na figura e nomeando os eixos

set ("current_figure",1);// Abrindo uma nova janela de graficos

plot2d ([t,t],[y,ye],[1 2]);// Desenhando outro grafico com linhas
diferentes

T=list ("Comparacao entre solucao numerica e solucao exata','Tempo t","
Solucao","Solucao numerica","Solucao exata'");

legends ([T(4) ,T(5)],[1,2],2);// Colocando uma legenda na parte superior

esquerda da figura (parametro 2)
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25 xtitle (T(1),T(2),T(3));// Colocando um titulo na figura e nomeando os eixos

1.2 Plotagens

O codigo exposto anteriormente resultou em duas plotagens com tipos de traco
diferentes. Os graficos mostram a solucao exata 1y, em comparacao com a solu¢do numérica

obtida pelo método de Euler - .

Figura 1 — Fungao y ao longo do tempo - solu¢do numérica (método de Euler) e exata
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Fonte: autoria prépria

Figura 2 — Fungao y ao longo do tempo - solu¢do numérica (método de Euler) e exata
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2 Exemplo 2

O exemplo 2 trata da mesma equacao diferencial do exemplo anterior, porém
resolvida numericamente pelo método de Runge Kutta de 4* ordem, e sem declaracao da
funcao previamente, como feito no exemplo 1, mas com a conta feita no préprio lago for

da integracao numérica.

2.1 Codigo

Segue o codigo da integracao por Runge Kutta e das plotagens do exemplo 2

cle ()

clear ()

t(1)=0;// Instante inicial

tf=10;// Instante final

y(1)=0;// Condicao inicial

ye(1)=0;// Valor inicial da solucao exata:

h=0.5;// Passo de integracao (experimente alterar o passo):
n=round ((tf—t(1))/h);// Calculo de numero de passos):

. // Integracao numerica usando o metodo de Runge Kutta:

for i=1:n

(i4+1)=t(i)+h;

kl=h+(1—-(y(1)))/2;
k2=hx(1—(y(i)+k1/2))/2;
k3=hx(1—(y(i)+k2/2))/2;
kd=hx(1—(y(i)+k3)) /2;
y(i+1)=y(i)+((kl1+2+k2+2xk3+k4) /6) ;
ye(i+1)=1-%e (=t (i+1)/2);// Solucao exata

) end

// Plotando solucao numerica y versus vetor de tempo t e solucao exata ye
versus vetor de tempo t:

plot2d ([t,t],[y,ye],[-1 —2]);

// Colocando uma legenda na parte inferior direito da figura (parametro 4):

legends ([ "Solucao numerica","Solucao exata'],[—1,—2],4)

// Colocando um titulo na figura e nomeando os eixos:

s xtitle ("Comparacao entre solucao numerica e solucao exata','Tempo t'"

Solucao")

7 // Abrindo uma nova janela de graficos:

set ("current_figure", 1);

9 // Aumentando a espessura das linhas:

xset ("thickness" ,2)

// Aumentando o tamanho da fonte:
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s T=1list ("Comparacao entre solucao numerica e solucao exata','"Tempo t",
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xset (’font size’ ,4)
// Desenhando outro grafico com linhas diferentes:
plot2d ([t,t],[y,ye],[1 2]);

// Usando a variavel do tipo ’lista

7.

Solucao","Solucao numerica","Solucao exata');

7 // Diminuindo a espessura das linhas:

xset ("thickness’ 1)

// Colocando uma legenda na parte superior esquerda da figura (parametro 2)

legends ([T(4) ,T(5)],[1,2],2);

// Colocando um titulo na figura e nomeando os eixos:
xtitle (T(1),T(2),T(3));

// Colocando uma grade no grafico:

xgrid (1)

2.2 Plotagens

As plotagens sao analogas ao exemplo 1, dois tipos de linhas diferentes em graficos
que comparam a solucao exata com a numérica. Nota-se que o método de Runge Kutta é

consideravelmente mais preciso que o Euler para este caso.

Figura 3 — Fungao y ao longo do tempo - solugdo numérica (método de Runge Kutta) e
exata
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Fonte: autoria prépria



Capitulo 2. FEzemplo 2 5

Figura 4 — Fungao y ao longo do tempo - solugdo numérica (método de Runge Kutta) e
exata
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3 Exercicios

Segue os exercicios e suas resolugoes por Runge Kutta e Euler.

3.1 1 reservatorio

O problema consiste num reservatério com vazoes de saida e de entrada. Os

pardmetros que foram usados para modelar sao os seguintes:

e S =10m? - drea da segao transversal (constante)

e R = 2% 108Pa/(m?3/s)? - parametro que relaciona vazao com queda de pressao

(perda de carga)

e p = 1000kg/m? - massa especifica da agua
e G =10m/s* - aceleragdo da gravidade na superficie da terra
e Q. =0,010247m3/s - vazao de entrada

e 1(0) = 8m - altura inicial estimada do nivel de 4gua do tanque (condi¢ao de contorno)

O esbogo do problema esta ilustrado na figura 5:

Figura 5 — Problema de 1 reservatorio com vazao de entrada e saida
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A equacao que modela a variacao da altura do reservatorio em relagdo ao tempo h

(PG 1
b= Q| < (3.1)

[N

3.1.1 Cédigo

Segue o c6digo que modela a funcio h:

//func¢ao de h ponto
function [hdot]=funcao (h)
hdot = (—((rho*Gxh)/R) 0.5 + Qe)*(1/9)

endfunction

Segue o codigo completo da integracao por Euler e por Runge Kutta do problema

de 1 reservatoério.

cle ()

clear ()

//Parametros

S =10 //drea da secdo transversal (m”2)

s R = 2%(1078)//par metro que relaciona vazao com queda de pressao (perda de

carga )
rho = 1000//— massa especifica da dgua (kg/m"3)
G = 10//aceleragao da gravidade na superficie da terra (m/s”2)
Qe = 0.010247//vazao de entrada (m 3/s)

//Condicao inicial

he(1) = 8 //altura inicial estimada (m)
hr(1) = 8

t(1) = 0 //intante inicial de tempo

tf = 40000 //instante final de tempo

s p= 0.1 //passo
'n = round(tf/p)// Calculo de numero de passos)

) //integragao por Euler

for i=1:n
t(i4+1)=t(i)+p;
he(i+1)=he(i)+p*funcao(he(i)); //h ponto por Euler

end

//integracao por Runge Kutta de 4 ordem

5 for i=1:n

t(i+1)=t(i)+p;
kl=pxfuncao (hr(i));
k2=ps*funcao (hr (i)+k1/2);
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k3=p=*funcao (hr(i)+k2/2);

k4=px*funcao (hr (i)+k3);

hr(i+1)=hr(i)+((k1+2+xk2+2xk3+k4)/6); //h ponto por Runge Kutta
end

f1 = scf(1)

5 plot (t,he,’b”)

7 xtitle (’Altura do reservatoério em funcao do tempo — método de Euler’, ’t(s)

' h(m) )
xgrid (1)

f2 = scf(2)
plot (t,hr, ’r”)
xtitle ("Altura do reservatério em funcgado do tempo — método de Runge Kutta’,

"t(s)’, ’h(m) ")

3 xgrid (1)

f3 = scf(3)

) plOt(t a(he*hr) ) ’g7)

- xtitle (’Diferenga das solugoes de Euler e Runge Kutta ponto a ponto’, ’t(s)

’, ’'Diferencga entre solugoes(m)’)

3 xgrid (1)

3.1.2 Plotagens

O cbdigo exposto anteriormente gerou graficos da solugao do problema por método
de Euler (figura 6) e de Runge Kutta (figura 7), além de mostrar também a diferenga

entre os métodos, ponto a ponto (figura 8).

Figura 6 — Altura do reservatério em funcao do tempo - método de Euler

Grio em fungio do tempo - métado de Euler
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Fonte: autoria prépria
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Figura 7 — Altura do reservatorio em funcao do tempo - método de Runge Kutta

Altura do reservatério em fung3o do tempo - métado de Runge Kutta
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Fonte: autoria prépria

Figura 8 — Diferenca entre métodos de integracao por instante de tempo

Diferenga das salugBes de Euler & Runge Kutta ponto a panta
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Fonte: autoria prépria

E possivel perceber que a diferenca entre os métodos para este caso é muito pequena,
da ordem de 1076.

3.2 2 reservatorios

Neste problema ha 2 reservatorios ligados por um duto, com uma vazao de entrada
e uma de saida como mostra a figura 9. Os parametros do tanque 1 sao os mesmos do
tanque do problema de 1 reservatério (sendo h1(0) = 8m a altura inicial do tanque 1 e

R, = R). Os pardmetros do tanque 2 sdo os seguintes:

e Sy = 8m? - 4rea da secdo transversal do tanque 2
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e R, = 1.5 % 10® - parAmetro que relaciona vazao com queda de pressio (perda de

carga) do tanque 2

Figura 9 — Problema de 2 reservatérios com vazao de entrada e saida

h2
é X - Qo
R2

A densidade, aceleracao da gravidade e vazao de entrada sao iguais aos adotados

no problema de 1 reservatorio.

A equacao que modela o problema é a seguinte:

: pG (hl — hg) ] 1
| = 2
hl Ra +Qe Sl (3 )
P pG (hl - hg) _ \/thQ_ i
h2 B \/ Ra Rs S2 (33)

Sendo h; a altura do primeiro tanque e hy a do segundo.

3.2.1 Cddigo

Segue o c6digo das funcoes de hy e hs (equacoes 3.2 e 3.3)
//fun¢ao de h ponto do tanque 1
function [hldot]=funcao (hl,h2)
hldot = (—((rho*Gx(h1-h2))/Ra)”~0.5 + Qe)=*(1/S1)

endfunction

//fun¢ao de h ponto do tanque 2
function [h2dot]=funcao2(hl,h2)
h2dot = (((rho*Gx(hl1-h2))/Ra)”0.5 — (rho*G«h2/Rs)~0.5)*(1/S2)

endfunction

Segue o codigo da integracao e plotagens.

cle ()

clear ()
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4G = 10//aceleragao da gravidade na superficie da terra (m/s”2)

5
6
7
8
9
10

32
33
34

36
37
38
39
40
41
42
43
44

46

rho = 1000//— massa especifica da dgua (kg/m"3)
Qe = 0.010247//vazao de entrada (m 3/s)

//Par metros tanque 1
S1 = 10 //4rea da segao transversal (m 2)
Ra = 2%(1078)//par metro que relaciona vazdo com queda de pressdao (perda

de carga)

//Par metros tanque 2

S2 = 8 //4rea da secdo transversal (m~2)

Rs = 1.5%(1078)//par metro que relaciona vazdo com queda de pressao (perda
de carga)

7 //Condi¢ao inicial

hle(1) = 8 //altura inicial estimada do tanque 1 (m)

hilr(1) = 8 //altura inicial estimada do tanque 1 (m)

h2e(1) = 5 //altura inicial estimada do tanque 2 (m)

h2r(1) = 5 //altura inicial estimada do tanque 2 (m)
) =0 //intante inicial de tempo

t

t 40000 //instante final de tempo

p = 0.1 //passo

n = round(tf/p)// Calculo de numero de passos)

//integracao por Euler

for i=1:n
t(i+1)=t(i)+p;
hle(i+1)=hle(i)+p*funcao(hle(i),h2e(i)); //h ponto por Euler do tanque
1
h2e(i+1)=h2e(i)+p*funcao2(hle(i),h2e(i)); //h ponto por Euler do tanque
2
end
//integracao por Runge Kutta de 4 ordem
for i=1:n
t(i+1)=t(i)+p;
kl=p=xfuncao (hlr(i) ,h2r(i));
k2=ps*funcao (hlr (i)+kl/2,h2r(i)+kl/2);
k3=pxfuncao (hlr(i)+k2/2,h2r(i)+k2/2);
(hir(i)

kd=px*funcao (hlr(i)+k3,h2r(i)+k3);
Ir(i),h2r(i));
1r(i)4+ml/2,h2r(i)+ml/2);
1Ir(i)+m2/2,h2r (i)+m2/2);
1r(i)+m3,h2r (i)+m3);

ml=px*funcao2 (h
m2=px*funcao2 (h
m3=pxfuncao2 (h
m4=pxfuncao2 (h
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hir(i+1)=hlr(i)+((k1+2xk2+2xk3+k4)/6); //h ponto do tanque 1 por Runge
Kutta
h2r (i4+1)=h2r (i)+((ml+2*m2+2*m3+m4) /6); //h ponto do tanque 2 por Runge
Kutta

end

f1 = scf(1)

plot2d ([t,t],[hle,h2e],[1 2])

xtitle (’Altura do reservatdério em funcao do tempo — método de Euler’, ’'t(s)
', 7h(m) ")

legend ([ "Tanque 1","Tanque 2"],[1 2],1)

xgrid (1)

f2 = scf(2)

plot ([t,t],[hlr,h2r] ,[1 2])

xtitle (’Altura do reservatdério em funcgao do tempo — método de Runge Kutta’,
"t(s) ", h(m) ")

legend (["Tanque 1" ,"Tanque 2"],[1 2],1)

(1)

xgrid

3.2.2 Plotagens

Segue os graficos gerados da solugdo numérica de Euler e de Runge Kutta.

Figura 10 — Altura dos reservatorios em fun¢ao do tempo - método de Euler

o & 000 10 000 15 000 20 00O 25 000 30 000 35 000 40 000
)

Fonte: autoria prépria
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Figura 11 — Altura dos reservatorios em fungao do tempo - método de Runge Kutta

Altura do reservatério em fung3o do tempo - métado de Runge Kutta
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Fonte: autoria prépria
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