PME 3380 — Modelagem de Sistemas Dinamicos

LISTAB
Tiago Vieira de Campos Krause 9836238

Equacdes diferenciais:
Exemplo 1:

O exemplo 1 envolve a aplicagdo de um algoritmo de integragdo numérica usando o
método de Euler, cujo algoritmo segue a seguinte func¢ao:

h(t+ dt) = h(t) +dt - h(t)

O algoritmo é aplicado para a equacao diferencial ordinaria linear y(t) = [1 — y(t)]/2, com
instante inicial t = 0, instante final t = 10 e condig&o inicial y(0) = 0. Sendo a soluc&o
analitica exata y,(t) = 1 — e~t/2,

Os seguintes graficos sdo obtidos com o plot da solucao analitica e exata:
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Comparacao entre solucao numerica e solucao exata
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Exemplo 2:

O exemplo 2 envolve a aplicagdo de um algoritmo de integragcdo numérica usando o
método de Runge Kutta, cujo algoritmo segue a fungéo h(t + dt):

k, = h(h(t),t)
ky, = h(h(t) + ky - dt/2,t +dt/2)
ks = h(h(t) + k, - dt/2,t + dt/2)
k, = h(h(t) + k5 - dt, t + dt)
h(t + dt) = h(t) + dt - (k, + 2k, + 2k5 + ky)/6

O algoritmo é aplicado para a mesma equacao diferencial do exemplo 1 e tem as mesmas
condicdes e solucao analitica.

Os seguintes graficos sdo obtidos com o plot da solucao analitica e exata:
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Exercicio 1:

Implemente um programa no Scilab que resolva numericamente a equacio diferencial que modela o sistema
abaixo, tanto pelo método de Euler como Runge Kutta.

g Reservatorio com agua
Parametros:
S§=10m’ - drea da sec¢do transversal (constante)
0. R = 2x10° Pa/(m’/s)’ - parametro que relaciona vazio com queda
de pressio (perda de carga)
p=1000k m’ - massa especifica da agua
G = 10 m/s™ - aceleracdo da gravidade na superficie da terra

v Variaveis:

0.=0,010247 m’/s - vazio de entrada
‘mm‘ h: nivel do reservatorio [m]

h V: volume de dgua no reservatério [m’]

P: pressio relativa a atmosférica, no fundo do reservatorio [Pa]

0 0,: vazio de saida [m'/s]
v r =
R Admite-se que a agua seja incompressivel.
Pela equaciio da continuidade: Volume de agua no reservatorio:
ﬁzg _Q V:Sh = l'.':Sh
dr € 5

Substituindo:

Vamos admitir que a perda de carga na saida ¢ modelada h
. g P
pela expresséo: Sh=0, - R
) [P
P=RO; = 0O =+
R Resultando na seguinte equagdo difererencial ordinaria
néo linear (modelo de 1 reservatorio):
Por outro lado, a pressio no fundo do reservatorio é:
. peh 1
P = pgh h = —J—+Q,. -
R S

Considere uma entrada O, constante.

Analisando o sistema de reservatorio de agua apresentado e aplicando a solu¢gdo numérica
~ . . .. T . h 1 . , .
a equacéo diferencial ordinaria ndo linear h = (— /% + Qe> 3 fornecida no exercicio

obtém-se o seguinte cédigo:



function [ydot]=funcao(y)
ydot=(-(p*g*y/R) +Qe) /S;

endfunction
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30 Lalllulo-ae - NUMSYO -Qs -PpasS3es
31|n=round(tf/h);:

32 tegraca £r1Ca - Usa et e Euler:
33 Comando - for:

34 for i=l:n

35 r-a I
36 t(i+l)=t(i)+h;

37 Solucao-numerica-pelo-método-de-eulsr:

8 ye(i+l)=ye(i)+h* funcaoc(ye(i)):

39 2iUCdO-UMerXrica-pelo-meCoqQo - as s INGE Kutta
40 kl=(-(p*g*yrk(i)/R) +Qe) /S;

41 k2=(-(p*g* (yrk(i)+kl*h/2) /R) 5+Qe) /S;

42 k3=(-(p*g* (yrk(i)+k2*h/2)/R) 5+Qe) /S;

43 k4=(-(p*g* (yrk(i)+k3*h)/R)" +Qe) /S;

44 yrk(i+l)=yrk(i)+(h* (k1+2*k2+2*k3+k4)/€)?

45 Termino-do-comando - for:

4€ nd

47 : 3 solucao-! rica-jy
4g|plot2d([c, ], [ve, yrk],[1,2]);

49 Colocando-uma-legenda-na-parte-inferior-direito-da-figura- (parametrc
so]legends ([ "M&todo -de -Euler”™, t = n tta”}, [1,2],4)

51 210Canao Im- 18U na-rigura-e-nomeanqo- o 23 05 :

52]xtitle("Hive eservat S -tempo”, "Tem s Nlve eservat ")

'

o

Considerou-se a condi¢éo inicial do nivel do reservatério sendo igual a 2m para obter uma
convergéncia mais rapida. Variando o passo h é possivel observar como cada método se
comporta em cada caso. Para tf=40000s e h=100, 1000 e 2000s, respectivamente, obtém-
se 0s seguintes graficos:
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Nivel do reservatorio [m] vs tempo
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Plotando as curvas obtidas com passo 100s e 2000s em um mesmo grafico a seguir e
focando na regido de convergéncia pode-se comparar os resultados e observar que ambos
0s métodos convergem para o valor de 2.1m mas a alteracédo do passo possui certa
influéncia sobre o método de Euler, sendo que o método de Runge Kutta representa melhor
0 pProcesso mesmo com um passo maior.
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Exercicio 2:

Desenvolva um programa em Scilab que resolva numericamente o sistema de
equacdes diferencias que modela o sistema com dois reservatoérios, usando tanto
Euler como Runge Kutta. Dica: raciocine com vetores.

ﬂ
!

Qe

s2 —_T—
Vi
al
V2 h2
Pl P2 —L—Y_
X - o
R2

R1

Modelo do sistema de 2 reservatérios (considere a entrada constante e perdas de carga
niio lineares como no caso do ex. de 1 tanque).

w L | 1
h=|0Q, - %ﬂg(h,—h:)]z

h, = ﬁ(h,—h,)— ﬁh, L
: R = A A

a ) <

Para este caso gerou-se 0 seguinte cédigo para aplicar ambos os métodos de
solucdo numérica em ambas as equacdes diferenciais indicadas no exercicio:



//-Conjunto-de-comandos-para- solucao-numerica-de-eguacao-diferencial
// -Apagando -dados -anteriores:

clear

//-Definindo-a-equacao-diferencial:

function - [ydot]=funcaol (y1,y2)

ydot=(-(p*g"* (y1-y2)/R1)~0.5+Qe) /51;

endfunction

= W b

function [ydot]=funcao2(y1l,y2)
ydot={ (p*g* (y1-y2) /R1) ~0.5- (p*g*y2/R2) ~0.5) /52;
endfunction
12
13|//-Instante-inicial:
14|t(l)=0;
15]//-Instante-final:
16| tf=€0000;
17]//-Condicac-1nicial:
18] //Metodo-de-Euler:
19|yel(l)=0;
20|ye2(l)=0;
21|//Método -de - Runge - Kutta:
22|yrkl(1)=0;
23|yrk2(1)=0;7
24|//-Passo-de-integracao- (experiments.alterar-o-passo):
25|h=100;
26|// Definigdo-dos pardmetros:
27|51 =-10-//m2---drea-da-segdo-transversal -do-reservatdrio-1
28]52 =-10-//m2---drea-da-segdo-transversal -do-reservatdrio-2
29|R1 = 2*10+8 //Pa/(m3/s)2-- pardmetro que relaciona vazdo- com- queda- de pressdo- (perda-de carga)
-na-saida-do- reservatdrio-1
30|R2 .=-2%10~8 . //Pa/ (m3/5)2---pardmetro-que-relaciona vazdo-com-queda-de-pressdo- (perda-de-carga)
na-saida-do-reservatdrio.-2
31|p-=-1000-//kg/m3---massa-especifica-da-dgua
32lg = 10 //m/s2. - aceleragdo da gravidade na supsrficie da terrs
33|0e =-0.010247-//m3/5---vazdo-de-entrada
34| //v: -nivel.-do-reservatdrio- [m]
35| //V: -volume -de-dgua-no-reservatorio- [m3]
36| //P: pressdo -relativa & atmosférica, no-fundo-do- reservatoric- [Pa]
37| //0s: -vazdo-de-saida- [m3/5]




g g e s e e
40|n=xc (tf/h);
41 £graca = = = e-Eulez
42 oma for
43 for i=1:n
44 =1 I
45 t(i+l)=t(i)+h;
46 Solucac-numerica-pelo-metodo-de-esuler:
47 yel(i+l)=yel(i)+h* funcaol(yel(i),ye2(i)):
g ye2(i+l)=ye2(i)+h* funcao2(yel(i),ye2(i)):
49 solugdo - numerica - pel étod e-R e -]
50 Para-o-reservatdrio-1- (k11, -k21, k31, kél) e-para reservatdric 12 22
51 kll=funcaol (yrkl(i),yrk2(i))
52 kl12=funcao2 (yrkl(i),yrk2(i))
53 k21l=funcaol (yrkl (i)+kll*h/2,yrk2(i)+kl2*h/2)
54 k22=funcao2 (yrkl (i)+kl1*h/2,yrk2(i)+kl2*h/2)
55 k31=funcaol (yrkl(i)+k21*h/2,yrk2(i)+k22*h/2)
SE k32=funcao2 (yrkl (i)+k21*h/2,yrk2(i)+k22*h/2)
57 k4l=funcaol (yrkl (i)+k31*h,yrk2(i)+k32*h)
58 k42=funcao2 (yrkl (i) +k31*h,yrk2(i)+k32*h)
59 yrkl (i+l)=yrkl(i)+(h* (k11+2*k21+2*k31+k4l)/c);
€0 yrk2 (i+l)=yrk2(i)+(h* (k12+2*k22+2*k32+k42) /€);
el Te 2 for:
€2 end
63 10anQo -solucado-numerica-y-versus - velox S.CEmMpo - L
64|plot2d([t,t,t,t], [yel, ye2, yrkl, yrk2],([1,2,3,4]):
65 I 27 3 lags 3 = marys fay = = yyu = "nErams
é6]legends (["Reservatorio-l Euler”, - "Resex rio-2.--Euler”, "Resex ’
1 1,[1,2,3,4],4)
67 cat rig n ;
68]|xtitle ("Nive ese [m] tempo”, "Tem L ")

Rodando o algoritmo variando a condic¢&o inicial para Om em ambos os
reservatérios e para 3m em ambos, e variando o passo para 100 e 1000s
obtém-se os seguintes graficos:
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Nivel do reservatério

Passo h=1000s, condi¢ao inicial Om:
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Passo h=1000s, condicé&o inicial 3m:

Nivel do reservatorio [m] vs tempo
42 -

38

3.8 4

3.4+

3.2 o

Nivel do reservatério
i

J Reservatario 1 - Euler

.——'-‘__-_—_ —— Reservatorio 2 - Euler

18 - M- Reservatorio 1 - RK

4 Reservatario 2 - RK
1.8 T T y T y T T T T T 1
] 10 000 20 D00 30 D00 40 D00 50 000 G0 000

ra
|

Tempo t

Pode-se observar que os métodos convergem para 0 mesmo nivel de reservatorio mesmo
variando as condic¢des iniciais e também que para um passo maior o metodo de Euler
representa o processo com menos precisdo comparado ao método de Runge Kutta.



