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1 INTRODUCAO

Poucos conceitos sao mais abstratos, quanto o infinito. A vida ci€ncia moderna esta
acostumada com tratamentos matemdaticos mais o menos precisos do infinito, infinitésimos e dos
ndmeros irracionais, mas nem sempre estes conceitos estiveram tao presentes na matemdtica. De
fato, Cantor, que formalizou denti¢des de medidas infinitas diferentes de conjuntos, enfrentou no
seculo 17 uma grande relutancia de toda a classe matemadtica europeia da época, mostrando que

novas ideias, as revolucionarias muitas vezes vem acompanhadas de uma negacao.

Para se analisar o conceito de continuo e infinito na Idade Média, € necessdrio uma regres-
sdo para se analisar a filosofia na Idade Média, com uma contextualizacdo sobre as influencias
que moldaram o imagindrio da época sobre esses dois conceitos tdo importantes na matematica

atual.

Sendo a Grécia particularmente posicionada numa regido de forte contato entre Europa,
Oriente Médio e Africa, a civilizacdo grega foi extremamente influente na construcdo da Filosofia
Medieval, e assim, os filésofos gregos tiveram um imenso impacto nao s6 na Europa, mas no
Oriente Médio também, e € preciso uma primeira analise de como estes tratavam nao s6 o infinito,

mas a matematica como um todo.

1. A MATEMATICA GREGA

O que hoje é chamado de matemética grega era na época um conjunto de dezenas de
areas que englobavam aritmética, astronomia, geometria, fisica etc. Ou seja, para os gregos a
matematica era, na realidade a analise do mundo através dos nimeros. Toda constru¢dao dentro
da matematica era, essencialmente, fundada em bases logicas e filoséficas, ou seja, uma analise

da matemadtica grega releva muito da visao destes sobre o préprio mundo que os rodeava.

Muitos filésofos se debrucaram diretamente nas questdes de continuo e do infinito na
nossa realidade, Pitdgoras(570 —495 a.C) por exemplo, foi dos primeiros a considerar a matematica
como um sistema logico-dedutivo, que poderia ser inteiramente construida a partir da analise
do mundo. Nesta concepg¢ao,Pitdgoras considerava que a matematica deveria ser harmonica, de
fato, esse conceito de harmonia guiava toda a escola pitagérica, fundada por ele, ao ponto que

desenvolveram uma teoria sobre a matemdtica reger todo cosmo e o mundo por isso € harmonico.

Na matematica Pitagérica ndo havia espago para o infinito e tampouco para o conceito
de continuo, pois até em tdo os nimeros eram visto com o que atualmente seria chamado de
numeros inteiros, usados para contagem, e as propor¢oes e razdes desses nao eram considerados
outros nimeros, € sim num conceito de analogia entre duas partes. De fato, ao analisar as raizes
dos inteiros ndo quadrados, 0s matematicos gregos se encontraram numa aparente crise, pois

havia uma quantidade que nio conseguia ser expressa em funcao de propor¢des entre numeros



que para eles eram conhecidos. Isso mostra como os nimeros gregos eram discretos, e havia uma

relutdncia muito grande em pensa-los como continuo, pois ndo havia uma formalizac¢do para isso

Outro grande filosofo grego influente foi Aristételes(384-322 a.C.), que se dedicou as
mais diversas dreas do conhecimento, das quais, em seu conjunto de obras Physis sintetizou seus
conhecimentos sobre as leis do mundo natural e como estas eram regidas pela matemdtica. Em
seus tratados, podemos ver muito da negacdo, comum a época, sobre o infinito. Para ele, o infinito
ndo poderia existir de outra forma que ndo em poténcia, assim, como Euclides havia enunciado,
os numeros primos sempre sao sucedidos por mais um, e ai estd o infinito em poténcia. O infinito
atual, na realidade material era impossivel para ele. Aristételes também define que toda causa,
necessita de uma anterior a esta para se justificar, isso geraria um problema de regressao infinita,
assim, € enunciado que existe uma causa primeira, da qual todas as outras podem ser derivadas.
Porém, para Aristételes, o tempo em si era infinito. De fato, este € o tinico uso concebivel para o

infinito na logica Aristotélica, pois este se encontra no passado.

Foi também Aristoteles que registrou os paradoxos de Zendo, sobre qualquer movimento
poder ser decomposto em sua metade,e esta metade na metade, e assim por diante. Para Zenao, as
somas infinitas das partes finitas de um movimento sdo infinitas, reforcando o ponto dele, que era
eledtico que todo movimento é uma ilusio. E interessante ver que para a escola eledtica, o mundo
era homogéneo e continuo, e por isso era possivel dividi-lo quantas vezes forem necessdrias, a
noc¢ao de infinito dos gregos acabava levando a noc¢do de infinito, e por isso, a escola eledtica,

posteriormente seria descreditada em fungdo dos atomistas.

A nocao de infinito aparece também no método de exaustao de Arquimedes, porém este o
evita a todo custo, chegando préximo dos atuais conceitos de calculo de dreas e limite, mas sem
uma melhor formalizacdo da ideia de se fazer um procedimento quantas vezes forem necessdrias
para se cumprir um certo erro na aproximacgao, Arquimedes acaba ndo desenvolvendo uma teoria

geral de calculo de 4reas.

Ptolomeu, cria um modelo geocéntrico do mundo, concordando com as observacoes
gregas e com as ideias vigentes,sobretudo o aristotelismo, e este modelo considera-o finito, para o
qual ndo existe mundo além da ultima esfera das estrelas. O modelo de Ptolomeu foi o sustentado

pela Igreja Catdlica durante toda a Idade Média.



2 OS CONCEITOS NA IDADE MEDIA

2.1 O INFINITO NA EUROPA CATOLICA

Muitas discussdes na Idade Média sobre o infinito se focaram na questao da infinitude
de Deus, da qual, muitos pontos foram levantados contra e a favor. Em muitos casos, o Deus
Abradmico foi reconhecido como o infinito real de Aristételes, que era impossivel na realidade

material, assim como a manifestacao de Deus em sua esséncia ndo cabe a realidade material.

Dentre muitos, Tomas de Aquino em sua Suma Teoldgica, usa do aristotelismo para definir
Deus como Causa Primeira, estando assim condizendo com a ideia de Deus como principio de
todas as coisas.Por teologia negativa, ou seja, definir o que Deus nao é , Tomds de Aquino define
que Deus € “ndo finito”, usando do sentido abstrativo do conceito de infinito e também, que Deus

era continuo em si mesmo, nao simples, portanto, sem composicdo de partes.

Sendo a Igreja Catdlica a maior formadora de pensadores europeus, apenas posteriormente,
proximo da renascenca, com o enfraquecimento da igreja sob os costumes, que esses conceitos,
via mundo drabe, vieram a fazer parte da matemaética europeia com muito mais forca, o que

culminou no desenvolvimento do calculo como € conhecido hoje.

Assim, uma analise importante da matemadtica desse periodo, foge a Europa.

2.2 O INFINITO NO MUNDO ISLAMICO

No mundo islamico as ideias de Aristételes acerca do infinito vigoraram por bastante
tempo, mas diferente da tradicdo europeia, a partir das tradugdes para o drabe, os fildsofos
islamicos desenvolviam suas proprias teorias acerca do material traduzido, sem uma necessidade
de dialogar com os pensamentos do material original. Assim, inimeros matematicos, concordando
com o infinito aristotélicos, tentaram provar e formalizar a no¢do do infinito potencial e real.
Entre estes, Al-Kindi(801-866dc) se propds a dar uma prova contra o infinito real. Primeiro
ele estabeleceu axiomas: 1)A junc¢do de magnitudes finitas € finita; 2) que € finito ndo pode
ser infinito; 3)se uma magnitude € maior que outra, esta € menor que a primeira; 4) de duas
magnitudes se uma €é menor, a menor € menor que a maior,mas igual a pelo menos uma porc¢ao
da maior; 5) Se duas magnitudes sdo iguais, entdo a dimensao entre os limites dos dois corpos
sdo iguais; 6) o infinito € ilimitado, e o que € finito pode ser limitado; e por ultimo, 7) se uma
magnitude € somada a outra igual, entdo esta serd maior que a magnitude das duas e maior do
que era originalmente. Aqui € possivel ver que, embora sejam axiomas relativamente simples,
a tentativa de formalizacdo mesmo das coisas cotidianas, para entdo estende-las a coisas mais
abstratas ¢ uma ferramente poderosa. De fato, Al-Kindi usa esses axiomas para elaborar um
paradoxo sobre o infinito : Ele pede para se imaginar um segmente de reta infinito, do qual

retiramos uma parte finita dele, e discute qual serd a magnitude da parte remanescente.



Primeiramente, considera que a magnitude dessa parte serd finita, porém, se a magnitude
é finita, entdo ao se devolver a parte finita, a por¢do total devera ser, pelo axioma 1, finita, mas
esta era originalmente infinita. Entdo, deve-se considerar a por¢cao remanescente(R) infinita.
Porém, se a porcao finita que foi retirada ser acrescentada novamente, a por¢ao infinita total(O)
deveria ser, pelos axiomas maior que a porg¢ao retirada. Considerando que O € maior que R, entdo
pelo axioma 3, R € menor que O, e entdo, pelo axioma 4, R € igual a uma porcao de O. Mas
se R € igual a uma porc¢do de O, pelo axioma 5 as dimensdes entre os limites deles tem que ser
iguais, o que implica em R limitado, mas, pelo axioma 6 o que € infinito ndo € limitado, logo R
nio é infinito como assumimos. E possivel assumir que O e R sio iguais, porém nio é possivel
que uma parte seja igual ao todo, portando, chega-se novamente em um contradicdo,e a parte

remanescente ndo € nem finita e nem infinita, o que se mostra um absurdo.

A conclusdo de Al-Kindi foi de, a proposta inicial ser o absurdo, e entdo nao é possivel a
existéncia de grandezas infinitas. Sua demonstragdo foi usada para provar que o Universo nao
poderia ser infinito e nem eterno, o que era particularmente interessante para os judeus e drabes,

visto que condizia com a ideia de géneses do mundo.

Indo em outro caminho, Al-quhi foi contra o pensamento aristotélico vigente, e demons-
trou Sua demonstracao se baseava no método das projecdes. Considerando um plano P, com
uma semi circunferéncia ABC, com centro D, tal que o segmento DE, com E fora do plano é
perpendicular, e uma fonte de luz percorre o o arco AC. Um outro plano perpendicular a P, o
plano D € considerado. A fonte nos pontos A e C ndo permite que E possua sombra em P, pois
os raios que passam por E sdo paralelos ao plano.Q Quando a fonte de luz caminha no arco, a

produz uma superficie conica e em determinados pontos 1J serd uma hipérbole.
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Figura 1 — Fonte:Rashed, R. Al-qithi Vs. Aristotle: On Motion. Arabic Sciences and Philosophy
1999, 7-24 DOI: 10.1017/S0957423900002587.

O argumento de Al-quhi foi de, mostrar que essa superficie se estende infinitamente
pelo plano, enquanto for possivel, entdo em alguns instante antes dela se formar, e um instante
ap0s, nesse intervalo finito, uma superficie infinita foi formada, pois a luz para ele se propaga de

maneira instantanea, mostrando que € possivel uma magnitude finita gerar uma infinita.



Figura 2 — Fonte:Rashed, R. Al-qiithi Vs. Aristotle: On Motion. Arabic Sciences and Philosophy
1999, 7-24 DOI: 10.1017/S0957423900002587

Muitas demonstracdes, com maior ou menor rigor, foram feitas pelos filésofos islamicos,
tentando concordar ou discordar das ideias Aristotélicas ou Indianas que os influenciaram. Isso
mostra que, as mais diferentes concepg¢des do infinito, mesmo que ndo usadas diretamente,
serviram para o desenvolvimento de um rigor dedutivo e investigativo incomum, que sempre é

util na matematica.

2.3 O INFINITO NA INDIA

E na India Medieval que a nogio de infinito encontra pela primeira vez de fato um espaco
dentro da matemadtica,desvinculada da ideia de provar caracteristicas divinas, vindo a ajudar a
construcdo dos niimeros enquanto um continuo. De fato, entre a India e o Oriente Médio havia
uma troca produtiva de conhecimentos, que possibilitou os algarismos indo-ardbicos e diversos
trabalhos, muitos dos quais estdo perdidos em parte ou em sua totalidade, e outros dificeis de

precisar a autoria, restando apenas fragmentos dos manuscritos originais.

A origem da nocdo de infinito na India remonta os primérdios das religides Hindus,
Budistas e Jainistas, que possuem conceitos bem estabelecidos de infinito, sendo o mundo
considerado infinito, eterno e sempre em mudanga, e todos os humanos fazem parte do cosmos,
reencarnando e voltando pela eternidade. Por volta do ano 300dc, o Jainismo estava se tornando
uma doutrina filoséfica crescente, principalmente entre os pensadores, consolidando grandes

mudangas na matematica.

Os Jainistas tinham um imenso fascinio por nimeros grandes, o que € particularmente
incomum em outras culturas, onde a matemadtica tinha uma fung¢ao cotidiana de contagem, nao
sendo necessdario algarismos ou simbolos para quantidades acima de milhares ou dezenas de
milhares. Também foram responsdveis por introduzir uma maneira muito interessante de se usar
o conceito de infinito e do "nada"dentro da matematica. Para eles, os numeros se dividiam em

3 categorias: numeraveis(finitos), inumeraveis(grandes,mas finitos) e infinitos. E sendo que o



infinito subdividido em 5 tipos: Infinito em uma dire¢ao, o infinito em duas direcdes,o infinito
em drea, o infinito em todos os lugares e o infinito perpetuo ou eterno. Aqui vemos ja uma grande
diferenca cultural entre os Indianos e outros povos: Eles possuem um conceito de infinito nao
s6 bem definido culturalmente, mas que abrange mais de um tipo, ou seja, o infinito aqui nao é
algo imperfeito, impensdvel, como para Aristoteles, ele faz efetivamente parte da harmonia da

natureza Hindu- Jaina.

Por volta do ano 300dc, um grande matemadtico surge dessa cultura, Aryabhata. Ele viria
a influenciar fortemente a cultura hindu e drabe, principalmente por popularizar seus proprio
sistema de numeragao, usado na sua obra maxima, Aryabhatya. Seu sistema possui caracteristicas
importantes, como a posicionalidade, base 10, e possui simbolos para representar quantidades

fora do cotidiano.

Vokale Varga-Konsonanten
a i u r l e ai 0 au ka kha ga gha na
# ¥ IRe7 T TowaAr \FTYTTTT

1100 10* 10° 10% 10 1012 10" 10'® ca cha ja_jha fa
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Figura 3 — Fonte: Aryabhaa numeration table Acesso
em:<https://en.wikipedia.org/wiki/Alphasyllabic_numeral_systemn>

Aryabhata € creditado por ser um dos primeiros matemaéticos a introduzir o "zero'"na
matemadtica, definindo como "aquilo que nada contem". Na matemética hindu o zero viria a
desempenhar um papel importante,correlacionado ao conceito de infinito. Ele viria também a
desenvolver um modelo heliocéntrico do universo, no qual teorizou que a luz do sol poderia ser o
motivo do brilho aparente da lua e dos outros planetas. Nesse modelo, para resolu¢do de uma
equagdo(no sentido moderno, pois na €época nao havia simbolos para tal), usou um conceito de
razdo entre ndmeros proximos de zero, mas nao zeros, sendo simular ao conceito de infinitésimo

usado por Newton e Leibniz.

No seculo 6 Brahmagupta avanga na questao da formalizacdo do zero enquanto um
numero, e define uma serie de operagdes com o zero, todas semelhantes ds atuais, mas das quais
afirma que 0/0 seria O por uma questio de coeréncia com sua propria formalizagao de somas e
subtracoes, e sobre um a/0 qualquer ele ndo se compromete a responder por achar uma questao
complexa. Brahmagupta também usa conceitos de nimeros negativos, € uma nocao de nimeros
negativos separados dos positivos pelo o zero comeca a se construir, permitindo uma ideia de

nimeros como um continuo em duas direcdes, como o infinito dos Jainos.



Em 1150 Bhaskara II em sua obra Bijaganita, finalmente faz uma ligacdo entre a razao
de um numero por 0 e o infinito enquanto um numero chamando estes do tipo n/0 de "khahara"e
os nuameros do tipo n*0 de zero,mas um zero especial chamado "khaguna". Para ele, estes
"Khaguna'"tinham que ser manipulados com cuidado, embora sejam 0 pois podem "voltar"de
certa forma a serem nimeros normais pelas regras definidas por ele: qualquer numero numeravel
somado a um "khahara"permanecia um "khahara", assim como qualquer numero numerdvel
somado a um "khaguna'"permanecia igual, e que um "khaguna vezes um khahara"voltaram a
ser um numero numerdvel. E possivel quer que a no¢iio de um numero que nio se mudava por
operacdes como soma ou multiplica¢do era um conceito novo encontrado entre o zero e o infinito.
Bhaskara II também introduz no¢des de "taxa"de varia¢do de funcgdes trigonométricas, mas sem
uma abordagem que passe pelo conceito de variagdo infinitesimal ou infinito, razao pela qual
nao serd mais desenvolvido aqui. Na realidade os indianos tinham uma 4rea de calculo chamada

ganita que € muito similar ao posterior conceito de calculo infinitesimal

Madhava de Sangamagrama, dois seculos ap6s Bhaskara II, influenciado pelos seus
trabalhos, desenvolve uma das maiores contribuicdes nesse assunto, introduzindo um conceito de
series de potencia e trigonométricas infinitas, um conceito totalmente novo. Madhava chegou na
ideia de series infinitas da seguinte forma: primeiramente introduz a ideia que o numero 1 poderia
ser aproximado por somas de fracdes pares, disso desenvolveu um algoritmo de aproximacao. A
grande conclusio do seu trabalho, foi que, diferente do método de exaustdo arquimediano, ele foi
além da aproximacao e concluiu que para um numero infinito de passos a razao seria idéntica
a 1. Usando essa logica,concluiu que outros nimeros poderiam ser aproximados, por series de
infinitas somas. Ele notavelmente usou uma serie de aproximagao para pi, 3 seculos antes de

essas fossem formalizadas na europa:

s 1 1 1
Zzl—g—i—g—?%—--- (2.1)

Suas contribui¢des foram tantas que hoje em dia hd series do seno e cosseno conhecidas

por Series de Madhava-Leibniz, porém em portugués essas sao creditadas apenas a Leibniz. Outra
enorme contribuicao, foi fundar a Escola de Kerala de Astronomia, onde suas ideias cresceram.
Infelizmente, muitos dos trabalhos de Madhava foram perdidos, e muito do que € dito como feito
por ele, estd trabalhos posteriores da Escola De Kerala. E creditada a ele uma tabela, com valores

de 24 senos, com aproximacoes de até 1%.

E necessdrio diferenciar o seno indiano do seno atual. O seno indiano, inventado seculos
antes, era a corda de um arco da circunferencia, ou seja, difere do atual pelo raio, o que pode
ser desconsiderado para o circulo unitdrio. O método usado por Madhava encontrava um angulo
diferente do angulo medido, ele media a corda perpendicular ao raio, de um arco relacionado
a um angulo A, e encontrava um arco com o comprimento dessa corda, e associava, pela regra
do arco ser igual ao angulo que ele subscreve no circulo unitério, e a esse arco media o angulo,

igual ao seno de A.
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OQ =1 unit
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For angle A, Madhava's
table gives this angle

Figura 4 — Fonte : Madhava sine. Acesso em :<en.wikipedia.org/wiki/Madhava%?27_sine_table>

Muito do que se sabe dos trabalhos da Escola de Kerala vem do Yuktibhaa (Grande
Compéndio de Astronomia), escrito por Jyesthadeva, e consolida os resultados das geragdes
anteriores a ele, do préprio Madhava, Nilakantha Somayaji, Parameshvara, Achyuta Pisharat e
além de resultados dele mesmo. O conhecimento de somas infinitas foi associado aos conheci-
mentos trigonométricos,desenvolvidos na prépria escola de Kerala, assim, encontraram series
com convergéncia rapida. Abaixo estd um exemplo de como essas series foram abordadas no
livro e ,uma forma matematica delas, e uma comparacdo com a nota¢cdo moderna. Nao havendo
uma simbologia fécil para igualdades, somas, multiplicacdes e somatoérios, tudo era feito em

texto, muitas vezes em versos de facil memorizacao em sanscrito:

“O arco € repetidamente multiplicado pelo préprio quadrado e dividido pelo quadrado de
cada nimero par aumentado por si s6 e multiplicado pelo quadrado do raio. O arco e os termos
obtidos devem ser colocados um abaixo do outro em ordem e o dltimo termo subtraido do acima,
o restante do termo e o proximo acima, e assim infinitamente, para produzir o [bhuja] jya do
arco.” Jya € o seno indiano. Sendo a o comprimento do arco e r o raio, os primeiros termos da

sequéncia sao, numa notacao moderna:

a-a’ a’
= 2.2
(22 +2)r2  3r2 (2:2)
Entao, o seno indiano sera:
. a? a’® a’
Jya(a) =a - 312 - 5t TS L 23)
ou na notacao atual, usando 6 = %:
g3 9 97
3671(9)26—5—#5—%4--” (2.4)

Indmeras outras series trigonométricas e de potencia eram usadas em Kerala, bem como
varios outros conceitos de calculo de areas exatas, e velocidades instantaneas, itens fundamentais

para o desenvolvimento do Calculo.
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3 CONCLUSOES E TEORIAS

E possivel perceber que ao longo da historia, muitas culturas se depararam com problemas
matematicos complexos, que hoje sdo resolvidos via Calculo, e muitas destas desenvolveram
técnicas sofisticadas de como lidar com esses problemas. Além disso, as técnicas matematicas

envolvidas eram profundamente influenciadas pela propria cultura onde estavam inseridas.

Arquimedes, um dos primeiros registros do método da exaustdo para calculo de areas,
chegou muito préximo do conceito de limite e de integral de Riemann atual, porém, sua nega¢ao
acerca do infinito, vinda de sua cultura grega, o impediu de ter um tratamento muito formal nesse

tema.

Posteriormente, com a enorme adesao ao pensamento aristotélico vindo da Igreja Catdlica,
o infinito, bem como o conceito de continuidade, associado a este, foi neglicenciado, visto que a
Igreja tinha um poder sobre todos os pensadores da época. Talvez por isso, vemos que as mais

brilhantes ideias sobre o tema, vieram do Oriente.

Os Indianos, por terem um conceito muito cotidiano do infinito, ao chegarem nos mesmos
problemas arquimedianos, tentaram operar com aquelas grandezas "infinitas"e definir operacoes,
e célculos, que é fundamentalmente, a ideia da logica matemadtica. Além de fundamentarem o
conceito de zero, estabelecendo um ponto que separou a matemadtica enquanto medida do mundo,

e enquanto ciéncia logica.

Embora os Arabes, tivessem sido muito influenciados pelas ideias aristotélicas, vemos
que eles ndo tinham como premissa, apds traduzirem o contetdo grego, se manter em contato
com aquelas ideias, assim, desenvolviam eles mesmos muito de seu proprio contetdo. Isso
acarretou em, mesmo em concordancia com uma ideia, matemadticos tentassem provar por seus
préprios meios a verdade daquela ideia. O contato Arabe-Hindu também foi fundamental para
que os algarismos de ambos fossem compativeis e as trocas de conhecimento fossem produtivas,

culminando em grandes maravilhas da matematica.

E dificil dizer se os conteddos dos filésofos drabes, ou da escola de Kerala, chegaram
a Europa na época do desenvolvimento do Calculo por Newton e Leibniz. Ha algumas fontes
que mostram que os jesuitas, para expandir a fé cristd, no seculo 14 e 15, viajaram para o
Oriente Médio, Africa e India, e até a China, que também apresentou matematicos que chegaram
a conhecimentos de calculo, mas que por ndo se dedicarem ao infinito, ndo entraram neste
trabalho. Nestas viagens os jesuitas criaram uma importante rota de conhecimentos, o que com
certeza contribuiu para a cultura geral, mas nao podemos afirmar que o Calculo foi influenciado

diretamente.

De fato parece comum a historia, que grandes ideias surjam em diversos lugares, sob

pretextos diferentes, ndo podendo serem creditadas a um ou outro grande pensador.
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