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1 - Introducéo

A biologia € a ciéncia que estuda tudo aquilo que rege a dindmica da vida e dos
organismos vivos, desde sua reproducdo aos processos quimicos que estdo ligados a
manutencdo da vida. A biologia € uma ciéncia fundamentalmente observacional e
experimental, a andlise do mundo e a testagem de teorias, como em qualquer ciéncia,
regem seu método cientifico.

Porém, para uma andlise precisa de importantes problemas da biologia, a
matematica serve como guia e modeladora para certos tipos de comportamentos, sendo
um meio base para a interpretacdo de diversos fendbmenos naturais. A modelagem
matematica dessas observacfes ajuda a ter um resultado palpavel e ainda a prever
certos comportamentos usando como base estudos ja feitos.

A unido dos dois traz resultados satisfatorios na explicacao de diversos conceitos
fundamentais, tais como o comportamento de populacBes de diferentes espécies em
um determinado habitat, a absorcdo de drogas e substancias pelo corpo humano, o
avanco de doengas em uma populagéo (AIDS, ebola, covid-19, etc), além do estudo da
interacdo intraespecificas (mesma espécie) e interespecificas (diferentes espécies)
como o predatismo, parasitismo, competicao e varios outros exemplos.

2 — Biologia Populacional

O conceito de populagédo define um conjunto de seres da mesma espécie que
interagem entre si. A Biologia Populacional ou Dindmica de Populacdes € uma area da
biologia que estuda o desenvolvimento da quantidade de individuos de uma mesma
espécie em um intervalo de tempo. Busca, ainda, entender os motivos para um certo
tipo de comportamento e criar teorias que baseiam a dindmica de outros grupos. Esse
estudo tangencia, também, conceitos de genética e evolucao das espécies.

A matematica quando aplicada a essa area de estudo produz resultados
interessantes ao modelar diversas tendéncias presentes na natureza. Ao longo da
historia varios tedricos foram responsaveis pelo aperfeicoamento da matemética no
estudo das populacgdes.

2.1 — Teoria de Thomas Malthus

Thomas Robert Malthus (1766-1834) foi um matematico e economista inglés
considerado como o pai da demografia por ser o pioneiro no estudo das populacdes e
0S recursos naturais essenciais para a manutencao desta.

Sua teoria, conhecida como Malthusiana, afirmava que para toda populacdo do
mundo o crescimento demografico seria tal que o namero total de individuos de uma
espécie cresceria respeito uma progressao geométrica e, por outro lado, o crescimento
do recursos naturais fundamentais para a existéncia da vida respeitaria uma progressao
aritmética. Nessa teoria, chegaria um ponto em que o numero de individuos
ultrapassaria 0s recursos necessarios para conseguir viver.

O numero de individuos respeitaria uma funcédo do tipo:

flo =4
e Sendo A>0 uma constante
Ja os recursos naturais respeitaria uma fungéo do tipo:

gt) = At



Para o tedrico, a funcdo em funcéo do tempo seria desse modo:
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Gréfico 1: Avango do nimero de individuos(f) e dos recursos naturais(g)

Onde o ponto N é o ponto onde deixa de ser viavel a manutencao da vida.

O modelo de Thomas Malthus é um exemplo de dindmica de crescimento
populacional independente da densidade, ou seja, a taxa de natalidade e mortalidade
de uma espécie ndo depende do nimero da mesma. Com isso, formula-se um modelo
matematico:

Considerando N(t) como o numero total de uma espécie em um intervalo de
tempo t, n como a taxa de natalidade per capta e m como a taxa de mortalidade per
capta. Sendo entdo nN e mN o namero absoluto de natalidade e mortalidade em uma
populagéo, portanto a taxa de variagdo de uma populacéo pode ser escrita:

dN

’r =nN —mN
dN
dt

Sendo r = (n —m). A equacgdo diferencial representa a taxa de variacdo do
namero de individuos de uma espécie em uma populacdo. A equacgdo pode ser
arranjada de modo:

rN

dN it
N
Integrando os dois lados:
de _J‘ dt
N = r
In(N)=rt+C

Desenvolvendo a equacéo, resulta na seguinte equacao:
N(t) = No.e™

Onde o numero de individuos varia de forma exponencial dependendo
exclusivamente na diferenca da taxa de natalidade per capta e de mortalidade per capta.
Sendo No o numero de individuos quando t = 0.



Entretanto, nessa formulacao tedrica ha um equivoco 6bvio pelo motivo desse
comportamento nunca ter sido observado na natureza e ndo ser comprovado ao se
analisar a dindmica populacional de varias espécies. Algumas popula¢des iniciam seu
desenvolvimento segundo uma exponencial, porém, sempre a sua tendéncia é de se
estabilizarem apds um certo intervalo de tempo, o que nédo € observado na teoria de
Malthus.

2.2 — Equacgéo Logistica

Em vista da n&o aplicabilidade da Teoria de Malthus para popula¢6es, pergunta-
se “por que as populacbes nao tem seu crescimento de forma exponencial?”. Na
natureza existem diversas formas de controle populacional e, sem elas, o crescimento
poderia respeitar as previsdes de Malthus, porém varios fatores impedem que isso
aconteca para o equilibrio do meio ambiente.

No casos de produtores (seres fotossintetizantes), o controle populacional pode
estar ligado a competicdo por luz solar, nutriente do solo, polinizadores, consumidores
primarios, etc. Para presas essa causa pode estar ligada a competicdo interespecifica
e intraespecifica, predatismo, parasitismo, incapacidade do préprio meio. Para
predadores as causa podem estar ligadas a competicbes por alimento, espaco e
reproducgdo, parasitismo e até mesmo canibalismo. Esse conjunto de fatores é chamado
de resisténcia ambiental.

A cadeia alimentar € um 6timo exemplo da resisténcia ambiental, onde uma
espécie se alimenta da outra e a mesma € devorada por outra com reducdes
significativas de energia para cada nivel da cadeia:

PIRAMIDE DE

Consumidores de
; Terceira Ordem

Consumidores de
Segunda Ordem

Z , Consumidores de
3 Primeira Ordem

% Produtores
- 5 B B &

Energia captada pelo produtor . Energia retids Enerpia perdids
N0 SIStema vivo pelo sistema vivo

Piramide de energia em uma cadeia tréfica terrestre

Imagem 1: Representacéo de uma cadeia alimentar e sua piramide de energia. Nota-se a pequena
quantidade de energia que o Ultimo consumidor obtém ap6s devorar uma presa.
Fonte: Brainly

Em vista do equilibrio ambiental e da tendéncia a estabilizacgdo de uma
populagéo, Pierre-Francois Verhulst (1804-1849) estudou esse fato e concluiu que a
taxa de crescimento de uma populacdo diminui a partir do momento em que 0 numero
de individuos se torna muito grande para aquele ambiente. Formulando tal equacao:

dN_ N(l N)
ac K

Onde K é uma constante chamada de capacidade de carga ou capacidade suporte do
ambiente. Nessa equacéo a taxa de crescimento decresce a medida que o tamanho
populacional aumenta. A partir dela tem-se:



Integrando a equacgao:

[ (oo
+ dN rdt
V(%)

N
ln(N)—ln(l—E)=rt+C

Sendo C uma constante resultante da integral.
Desenvolvendo a equagéo e usando A = e¢, obtém-se como resultado:

AeTt

A

N=—7+—
-1t
1+Ke

Chamada de Funcao Logistica ou Curva Sigmoidal e desenvolvida em meados de 1845,
a funcdo descreve com bastante preciséo a dindmica populacional de diversas espécies.

Gréafico 2: Curva Sigmoidal

Percebe-se através do grafico, o crescimento exponencial nos momentos iniciais
do numero de individuos de uma espécie e apds certo instante t, a curva perder
inclinagdo até se aproximar de uma linha reta paralela ao eixo x.

Pelo estudo do grafico e da fungéo, constata-se que, quando t—+«, N—K, ou
seja, a populacdo resultante sera uma populacdo em que o numero de individuos
respeitara a resisténcia ambiental K. A populacdo que esta em sua fase estavel em um
determinado ecossistema também estavel faz parte de uma comunidade climax, a
dltima etapa do desenvolvimento de um ecossistema, onde a natureza atingiu o
equilibrio.

Assim que a populagéo atinge seu climax, podemos aproximar a derivada da
fungéo a 0.



dN (40)
dt

IR

0

N(l N>~0
r %) =

Analisando o que acontece com r e, o isolando na equacédo tem-se:
r=0
n—-m=0
n=m

Portanto, conclui-se que, quando a populacao atinge seu climax a taxa de natalidade e
de mortalidade da espécie se aproximam, produzindo assim o equilibrio. Para isso, é
necessario que cada casal de individuos da mesma espécie tenha uma média
aproximada de dois descendentes férteis que cheguem a fase adulta e procriem,
mantendo o nimero de individuos sempre constante.

2.3 - Outros modelos populacionais

Apos Verhulst desenvolver o modelo mais aceito na atualidade, outros autores
buscaram aprimorar esse principio, adicionando ou retirando condi¢des levadas em
consideracédo por Verhulst. Como por exemplo, o estudo de Glipin e Ayalla de 1973, no
gual os dois adicionaram o fator constante que cada espécie tem, independente do meio

em gue esté localizada.
dN v(1 (K)“
e | N

Sendo a>0 a constante que cada espécie possui na analise matematica.

Um modelo que se baseou na teoria de Thomas Malthus, foi o estudo de
Benjamin Gompertz que apresentou uma teoria para a taxa de mortalidade exponencial.
Considerado como consequéncia da Teoria Malthusiana, seu modelo matematico para
a taxa de variagdo do numero de individuos de uma espécie é:

dN _rN(K —N)
dt = K+aN

2.4 — Interacdo entre duas espécies

E fato que todas as espécies conhecidas interagem com outras espécies
diferentes. Ha diversos tipos de interacdes ecoldgicas, essas que tém diferentes
maneiras de ocorrer e diferentes resultados para as espécies envolvidas. Por exemplo,
o mutualismo é uma relacao ecoldgica entre duas espécies que produzem resultados
benéficos para ambas, como por exemplo uma flor e seu polinizador. Nesse caso, a flor
se reproduz e o polinizador se alimenta. Outro exemplo de interacdo entre duas
espécies € o predatismo, nesse caso uma espécie, chamada de predadora, caca e
devora outra espécie, chamada de presa, nesse exemplo o resultado é benéfico apenas
para o cacgador, que se alimenta da presa.

Historicamente, a andlise matematica desse tipo de relacdo interespecifica
comecou entre 1925 e 1926 com Alfred J. Lotka (1880-1949) e Vito Volterra (1880-1940)
dois mateméatico contemporaneos que desenvolveram a Equacgéo de Lotka-Volterra.

A equacado desenvolvida pelos dois pode ser encontrada partindo do principio
gue caso a populacdo de presas (que chamaremos de x) se extinguisse, 0s predadores



(chamaremos de y) ndo teriam como se alimentar, logo o0 nimero de individuos decaira
segundo uma taxa que dependera da densidade populacional:
v_ 0, b>0
- = —by, x=0,
dt Y
No caso das presas, caso 0s predadores estivessem extintos, o0 nimero de individuos
cresceria segundo uma taxa que depende da densidade populacional.
dx 0 >0
— =ax, =0, a
dt Y
Quando as duas espécies coexistem, a relacdo entre elas sempre sera desfavoravel a
presa e favoravel ao predador. Portanto, a presa sofre um decrescimento que depende
da densidade populacional de ambas: —xyr. Para o predador, h4 um crescimento que
também depende da densidade populacional de ambos: xym. Obtendo um sistema de
equac0es diferenciais.

dx

gr = X T xyT
d
d_jt] = —by + xym

Relacionando as duas equagfes, obtém-se:

dy y(=b+xm)
dx  x(a—yr)

j(a—yyr)dy:f(—b:xm)dx

aln(y)—r(y)+C=—-bIn(x) + m(x) + D

Graficamente temos:
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Grafico 3: Equacéo de Lotka-Volterra paraquandoa=r=b=m=1
Fonte: Wikipedia



No gréfico, é possivel analisar que, no inicio, 0 nimero de presas era alto e com esse
valor alto, é grande também a expressao yxm, o que faz com que o numero de
predadores aumente. Com a alta de y, a expressdo—xyr fica cada vez menor e faz com
que o numero de presas diminua. Entretanto, com a queda do nimero de presas, xym
também recua, obrigando o nimero de predadores a recuar também, isso faz com que
—xyr se torne cada vez maior, aumentando o ndmero de presas. ISso se repete
continuamente até uma perturbacéo interferir na relacao.

Na natureza, isso € explicado pela relacdo: com uma grande densidade de
presas, os predadores, por sua vez, tem uma fonte de alimento maior, aumentando o
namero de cacadores e diminuindo a quantidade de presas. Quando o numero de
presas diminui, os predadores ficam cada vez mais sem alimento em seu habitat,
forcando a reducao do valor do nimero de individuos, consequentemente aumentando
o de presas.

A Equacdo de Lotka-Volterra, no entanto, ndo é perfeitamente aplicavel, uma vez
gue na natureza uma presa nao tem apenas um predador e um predador também nao
tem apenas uma fonte de alimento. Porém, essa equagdo é fundamental para a
compreensdo da relacdo basica de predatismo em inUmeras espécies.

2.5 — Aplicagdes e exemplos

Para a visualizag&o das teorias e modelos aqui citados € possivel nomear alguns
exemplos que fazem parte da atualidade. Como muitas espécies estdo em seu estado
de equilibrio, a exemplificacdo pode ser usada a partir de espécies que ja entraram em
risco de extin¢do e, agora, ttm medidas para frear a caca desregulada. Quando o ser
humano mata excessivamente uma espécie, ocorre um desequilibrio ambiental e o
namero de individuos dessa espécie cai bruscamente, como se analisa no gréfico da
populagéo de baleias azuis:
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Gréafico 4: Populagdo estimada de baleias azuis
Fonte: Google site — Blue whale
E possivel ver pelo gréfico 4 que, quando uma espécie entra em risco de extin¢ao, como
ocorreu com a baleia azul, o nimero de individuos dessa espécie € minimo. Apds
medidas de controle de caca, a populacdo da espécie tende a aumentar e a se

estabilizar com o tempo.



Tendo isso em mente, analisaremos o grafico da espécie tubarédo-baleia. Essa
espécie foi vitima da pesca desenfreada em diversos lugares do mundo até ter sua
populacdo quase reduzida a zero. Porém, em vista dessa problematica, as Filipinas, em
1998, tomou a primeira medida para conter a pesca do animal e proibiu a caca do
tubardo-baleia no territério. Com o tempo, mais paises foram adotando medidas e a

dindmica da espécie se transfigurou dessa forma:
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Gréfico 5: Nimeros de tubarGes-baleias encontrados no Oceano Atlantico Ocidental
Fonte: Journal Plos

A espécie ainda esta considerada como “em perigo”, entretanto nesse grafico é visivel
a tendéncia a estabilizacdo prevista no grafico de Verhulst.

Outra espécie que tem um comportamento populacional observavel é de araras
azuis. A caca dessa espécie sempre foi historica por causa das suas penas. Esse animal

ainda esta em risco de extingdo sendo considerada como “espécie vulneravel”.
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Grafico 6: Populagdo estimada de arara-azul-de-lear na Ecorregido do Raso da Cantareira, de 1979 a 2012
Fonte: Plano de Agao Nacional Para a Conservacao da Arara-azul-de-lear 2° edicao.

Novamente a imagem da curva sigmoidal se esboca no gréfico jA com o inicio
de estabilizacdo em 2010, entretanto ainda com potencial de crescimento pequeno
devido a alta em 2012.

A observacédo desse fenbmeno em populacdes a beira da extingcdo com medidas
de regulacdo, é muito importante para saber a eficacia das medidas, se precisa de
alteracdes e formular estimativas para o crescimento populacional dessa espécie nesse
ambiente.

Os exemplos, até agora, tangenciaram apenas a comprovacao da teoria de
Verhulst através de observagdes, entretanto, é possivel formular previsbes com esse
modelo? Talvez o exemplo de previsdo mais famoso pela aplicacdo da equacao logistica
de Verhulst seja a previsao feita para a dinamica populacional da espécie humana.

E importante lembrar que, quando Thomas Malthus formulou sua teoria para
explicar o crescimento populacional, ele estava vivendo a Revolugéo Industrial (séc.
XVII-XIX), época histérica de aglomeragdo habitacional nos grandes centros urbanos
para o trabalho bragal nas primeiras fabricas. Naquela época, ndo eram avancados 0s



estudos sobre os métodos contraceptivos, e quando ter mais filhos era mais vantajoso,
pois eles seriam mao-de-obra e seria uma outra fonte de renda. Portanto, naquele
tempo, o centro urbano da Inglaterra vivia um crescimento populacional praticamente
exponencial, e onde a extrema maioria das pessoas viviam em pobreza e fome extrema.

Atualmente, uma série de estudos sado feitos para tentar prever o nimero de
habitantes do planeta Terra daqui a alguns anos. O mais aceito hoje € o relatério
publicado pela Organiza¢des das Nagbes Unidas, no qual ela afirma que o nimero de
habitantes no mundo se estabilizara em torno de 11 bilhdes de pessoa até o fim do
século XXI.
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Gréafico 7: Previsdo do crescimento populacional da espécie humana
Fontes no grafico

O gréfico j& mostra um esboc¢o claro do desenho da curva de Verhulst, com a
estabilizacdo em 11 bilhdes. Matematicamente falando, a resisténcia ambiental K, da
equacio logistica, serd K = 11.10°, ou seja:

Jim N() =K =11. 10°

A previsé@o de estabilizagdo da populacéo da espécie humana ja é observavel
em diversos paises desenvolvidos, e espera-se que isso seja uma tendéncia comum no
mundo. Entretanto, o ser humano ndo é uma espécie que € presa comum de outra
espécie na natureza, catastrofes naturais ndo sao suficientes para estabilizar o nUmero
de pessoas, e a morte gerada pelos proprios humanos é infima em relacdo a
necessidade para o equilibrio, portanto, o que faz com que a populagdo humana néo
cresga em ritmo exponencial infinitamente?

Essa discussédo seria uma dissociagéo parcial do tema abordado, porém, uma
luz ao problema é o fato de que nés criamos nossa propria resisténcia natural. O sistema
capitalista € a maior maquina para o controle populacional humano, uma vez que devido
ao alto custo de vida que € a criacado de filhos, muitas pessoas, recentemente, optam
por ndo ter filhos, ou ter apenas um, que como vimos anteriormente ndo € o nimero
ideal para a manutencao do equilibrio. Observamos, portanto a curva da populacédo da
Europa, local com alto custo de vida e onde j& se observa a estabilizagdo populacional.

Thousands Y

700 000 ~ 90
600 coo - 80
- 7o
500 000
- so
400 000 - 50
300 000 - 40
- 30
200 000 -]
- 20
100 000 1o
o (o]
= k) < L) L () = < L) = =
<5 <5 < <5 o5 S o5 o < 5 <5
ST NPT A2 APT AT AT AT AR AR AR S

Urban population (thousands)

Proportion of urban population (%)

Gréafico 8: Crescimento populacional da Europa e populacdo em area urbana
Fonte: Europe Enviroment Agency



Devido ao capital, aumenta-se a demanda por métodos contraceptivos cada vez mais
efetivos, que € um fator de resisténcia ambiental que nds criamos. Além disso, tem-se
a desigualdade social que coloca diversas pessoas em condicao de fome extrema e etc.

3 — Outras aplicacées mateméticas

A matematica, e principalmente o célculo, tem aplicacdes em outras areas da
ciéncia biolégica, como por exemplo a taxa de crescimento de uma célula que envolve
equac0es diferenciais e 0 modelo de Thorney:

dm_ (1+ kt)
a2

Onde m € a massa, k a taxa de diferenciacdo de uma célula e y uma constante positiva.

Além disso, a acdo de certas drogas e medicamentos no N0SSO corpo envolve
problemas de regra de cadeia, como por exemplo: um medicamento para o controle da
febre abaixa a temperatura corporal em T(c) = To — 2,3c, porém a concentragdo do
medicamento respeita uma segunda funcdo que depende da taxa de absorcao da droga
no corpo. Para achar a taxa de variacdo da temperatura em fun¢édo do tempo é
necessario uma manipulagéo pela regra da cadeia:

dT _dT dc

dt  dcdt
A taxa de absorcdo de drogas respeita uma equacao diferencial simples, porém para
guantidades repetitivas cotidianas, considera-se o uso da droga infinitas vezes n — +oo,

obtendo, entdo, uma equacao que desenha a concentragdo da droga no corpo ao longo

do tempo:

Co
€O =T—7=x

Sendo K >0, uma constante que aparece na equacao da taxa de variacdo do
medicamento quando manipulado apenas uma vez:

dc
P KC

Outra aplicagéo é no estudo matematico do fenébmeno de difusdo de moléculas
em uma célula. Esse estudo foi feito por Adolf Fick, em 1855, derivando a Lei de Fick:
“O fluxo através de uma membrana é proporcional a drea da membrana e a diferenca
de concentracdo de ambos os meios separados por ela, se esta diferenca de
concentracéo for pequena”. Sendo C; a concentracdo de substancia em um liquido, C a
concentracao da substancia dentro de uma célula e m sua massa. Perceba que quando
as concentracdes se igualarem ndo havera mais difusao.

M kA - O

dt !
Sendo K a constante de permeabilidade e A a area externa da célula. Pela equacao de
densidade e concentracdo, tem-se:

dm_ dc
dt dt



As atividades quimicas do corpo e o estudo enzimolégico, também envolvem
uma série de equacdes diferenciais, em que o célculo é a ferramenta fundamental para
0 estudo desse fenébmeno.

4 — Concluséo: O que seria das ciéncias biol6gicas sem o calculo?

Com a conclusao dessa breve abordagem, uma pergunta é feita sob a luz de
tantas informagdes e conhecimentos: “O que mudaria para a biologia se o célculo ndo
tivesse sido inventado?”. Bem, a apresentacao de todos esses fatos e teorias ddo uma
nova interpretacdo para os fenbmenos da natureza que sao extremamente complexos,
cheios de porém e exceclBes. A natureza ja € um espetaculo para as vistas, se
estudadas as infinitas dindmicas que ocorrem em todas as partes do globo, uma
correlagdo seria intuitiva, porém, sem o célculo a sistematizacdo de todo esse
conhecimento seria uma tarefa dificilima.

Praticamente todas as abordagens matematicas aqui usadas necessitaram do
conhecimento basico de calculo diferencial e integral, portanto, se ele nunca tivesse
existido, é possivel que a biologia ndo fosse tdo completamente entendida, com diversas
lacunas em varios aspectos. A farmacologia seria uma ciéncia praticamente medieval,
uma vez que sem o célculo preciso da concentracéo e da taxa de absorcdo da droga
pelo corpo, seria facil um paciente ter overdose de um certo medicamento pela falta de
informagé@o de manipulacdo do farmaco pelo médico. Processos enzimaticos seriam
obscuros e problemas como a falta de enzimas, como intolerancia a lactose, seriam de
dificil acompanhamento médico.

Sem o célculo, curvas de previsdo de avanco de doencas seriam dificeis e mais
ainda as medidas profilaticas para conter o avanco destas. Além do mais, sem ele ndo
seria possivel fazer previsbes de crescimento humano em uma certa regido ou prever o
namero no qual os humanos se estabilizariam no globo.
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