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1 INTRODUCAO

Pitdgoras foi um importante pensador conhecido atual e popularmente por sua grande
contribui¢do para a geometria: "em um tridngulo retangulo, o quadrado da hipotenusa € igual a
soma dos quadrados dos catetos". Além disso, desenvolveu trabalhos na drea da Filosofia,
Matemética, Musica, Moral, Geografia e Medicina.

No cendrio musical, Pitdgoras foi o primeiro a determinar relagdes entre matematica e
musica, sendo que essas relacdes serdo discorridas neste trabalho. Na época, as consonancias
perfeitas (que jd eram bem fundamentadas na cultura musical grega), as quartas, as quintas € as
oitavas notas musicais foram essenciais para estabelecer o inicio da sua percep¢ao sobre essas
relacdes. Ainda que os instrumentos da época fossem muito rudimentares e pudessem dificultar
a alternacdo entre tons, esses instrumentos - que nao eram polifénicos -atendiam bem a escala
pitagdrica.

Desse modo, a medida que a musica comecou a se tornar polifénica, explorando as
ultimas consequéncias entre os tons e inserindo varios instrumentos, ndo era mais possivel ter
uma escala pura s6 com numeros inteiros. Em outras palavras, era necessdrio abdicar da pureza
da escala pitagdrica a favor da simetria. Essa mudanc¢a implicou num problema matematico que
perdurou anos, em que os ciclos de quintas ndo coincidiam com os ciclos de oitavas,
impossibilitando a equivaléncia entre as notas. Gerou-se, entdo o que foi conhecido como
“coma pitagorica” ou incomensurabilidade.

Assim, foram tomados esforcos para elucidar a questdo: como resolver a leve
desafinacdo que acontecia entre os ciclos? Para respondé-la, tomou-se necessario “temperar” a
escala musical, dividindo a oitava em doze intervalos iguais, ou seja, encontrar o semitom que
gerava a escala simétrica.

Portanto, o enfraquecimento do Pitagorismo mediante a abordagem geométrica induziu
a concepcao dos nimeros continuos. Ademais, a aritmetizacdo de razdes, a identidade do
nimero com a reta (que € o nascimento da geometria), a algebra desenvolvido naquela época

intufram a construcao do nimero Real e corroboraram um dos fundamentos do Calculo.



2 DESENVOLVIMENTO

2.1 Pitagoras

Pitdgoras viveu aproximadamente no século VI a.C., foi fil6sofo e matematico grego
nascido na ilha de Samos. Seus pais eram comerciantes de alta classe e investiam muito em sua
educacdo. Entdo, logo cedo Pitdgoras foi estudar com um dos maiores sabios de sua época,
Tales, que ficava em Mileto. L4, adquiriu bastante conhecimento dos povos regionais que
conhecia em suas viagens. Depois, quando se mudou para a Babilonia, passou a entender como

a ciéncia se desenvolvia naquela regiao.

2.2 Escola Pitagorica

A Escola Pitagdrica, que levava o nome do seu fundador, tinha como missao: “defender
que todas as coisas sao numeros € o principio fundamental de tudo € a estrutura numérica”.

Como uma espécie de irmandade religiosa dedicada a Matematica, Religido e Filosofia,
os discipulos, majoritariamente aristocratas, estavam interessados no estudo da Aritmética
(Teoria dos Numeros), da Geometria, da Astronomia e da Musica. Esse era o conjunto de
matérias da escola, posteriormente chamado de quadrivium. Embora fossem racionais e
matematicos, os pitagdricos também tinham doutrinas baseadas em concepg¢des misticas, como
o “Tetraktys”, que era a concepcao do “tridngulo perfeito” formado por nimeros inteiros (1, 2,

3e4).

2.3 A lenda da ““oficina de ferreiros”

Ha uma lenda atribuida a Pitdgoras que explica como iniciou-se a curiosidade desse
matematico a respeito de diferencas entre os sons. Ela foi relatada por uma construcao historica
feita nos textos de Guido d’Arezzo - que viveu entre 992 — 1050 - e publicada no seu influente
tratado de musica “Micrologus”. De acordo com o que foi contado, Pitdgoras ouvia sons de
martelos emanados de uma oficina de ferreiros. Por isso, o que lhe passava em mente era que
alguns sons pareciam agraveis ao ouvido e outros pareciam ruidosos. Entdo, Pitdgoras passou
a questionar qual seria a relacdo existente entre aqueles sons, ji que alguns pareciam

consonantes e outros, dissonantes. Contando com a ajuda de seu discipulo, Filolau, o filésofo
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comecou a analisar a relacdo entre o peso, o tamanho dos instrumentos e os sons produzidos
por eles. Seus estudos foram utilizados com um instrumento que denominado “metalofone” e

permitiram a descoberta da razao “1 para 2” entre os pesos dos martelos e os sons produzidos.

2.4 O Monocoérdio

Pitdgoras construiu um instrumento que era formado por uma caixa acustica, contando
com dois cavaletes fixados em suas extremidades e uma corda ao meio. Com isso, iniciou a
investigagdo sobre a relagdo entre o comprimento de uma corda e o tom musical produzido por
ela. Para isso, buscou razdes de nimeros inteiros que produzissem determinados intervalos
sonoros € notou que havia alguma relacdo matemadtica entre as notas da escala musical e os
comprimentos de uma corda vibrante.

Entéo, o estudioso compreendeu algumas relacdes: pressionando a corda do instrumento
em um ponto a 3/4 do comprimento total da corda e tocando-a, ouvia-se uma quarta acima do
tom emitido pela corda inteira; a 2/3 ouvia-se uma quinta acima do tom emitido pela corda
inteira; a 1/2, obtinha-se uma oitava acima do som original.

Assim sendo, o monocérdio de Pitdgoras foi considerado o primeiro experimento
cientifico isolado da histdria, justamente por se isolar de possiveis fendmenos e concentrar-se

nos estudos do instrumento dentro de um ambiente.

2.5 Construcao da Escala Musical Pitagorica

Com base nas observacdes empiricas utilizando o monocérdio, Pitdgoras comecou a
construir uma relagdo matematica entre as consonancias dos tons e os intervalos musicais. Para
a construcao de sua escala, utilizou apenas os nimeros racionais 1, 2, 3 e 4, além de estabelecer
um principio em que toda nota seria equivalente a outra quando a divisdo da corda formasse
sua metade (razao de 1:2).

Para definir a unidade de construcdo, era necessdrio encontrar algum semitom que fosse
a nota de diferencga, ou seja, ndo poderia ser uma oitava. Entdo, o matemético definiu que seria
uma quinta justa (2/3 do tamanho da corda), estabelecendo o chamado ciclo das quintas.

Quanto ao limite, determinou-se que a margem correspondente a construgao da escala

musical seria a metade e um inteiro da corda.



J4 as consonincias eram expressas sempre por fracdes de quintas (2/3 da corda).
Fazendo com que as fragdes e os sons consonantes entrassem em harmonia, enquanto qualquer
outro intervalo que fosse escolhido poderia gerar um som dissonante, ruidoso.

Com esses principios, Pitdgoras construiu uma escala em que a Matematica regia a

Miisica.
2.6 Problemas na Escala Musical Pitagorica

Com o decorrer dos estudos, foram notados alguns obstaculos durante a abordagem
pitagdrica: um ciclo de quintas ndo coincide com um ciclo de oitavas. Ao se criar escalas espera-
se que se chegue numa nota de equivaléncia. Seguindo o principio de quintas justas, nao €
possivel chegar num ciclo de oitavas.

Considerando que as “analogias” (termo vindo do grego) dos tons, referem-se ao fato
de as notas serem proporcionais € nao iguais, uma nota pode ser “como” a outra. Nesse sentido,
observou-se que a equivaléncia da oitava era percebida como uma nota parecida, mas ndo era a
mesma nota.

Entdo, por que ajustar ciclos de quintas e oitavas? Esses ciclos eram mais ou menos
consonantes, entdo, tentar ajustar um ciclo no outro no parecia ser impossivel, mas gerou a

incomensurabilidade que pode ser verificada matematicamente da seguinte forma:

Existem m, n naturais, diferentes de zero, tal que:

(;)“mz 2'n? Sm=2n+m?

A frequéncia da quinta é 3/2. Entdo se multiplicarmos “m” vezes, espera-se que se
chegue numa oitava porque a frequéncia € o dobro. Matematicamente nenhuma poténcia de 3
€ igual a uma poténcia de 2.

Além disso, € possivel encontrar a maior proximidade possivel entre os ciclos de quintas

e oitavas na escala pitagdrica:

3
(E) "12 = 129,746 e 2"7 = 128 A razao entre

129,746 : 128 = 1,013 (coma pitagoérica)



Essarazdo é uma leve diferenca na escala, a grosso modo, € uma “sujeira”. J4 em termos
musicais, i1Sso comprometia a construcao das escalas e das composi¢des, a transposi¢cao musical
e a propria légica de construg@o de um instrumento musical.

A coma pitagdrica, assim como essa razdo ficou denominada, possui, em algum
momento, um ou mais intervalos que soam diferentes dos demais. Uma caracteristica comum ¢é
que a sucessao de 12 quintas forma uma oitava e nunca se encontra com a fundamental, fazendo
com que as notas dispostas num desenho representativo circular formem uma espiral. Essa
espiral se desenvolve infinitamente de dentro para fora. Como dois semitons ndo compunham
um tom, isso impedia os instrumentos de trocar alternativamente entre os tons, gerando
diferenca.

Assim, a medida que a musica comecgou se tornar polifénica, explorando as ultimas
consequéncias, ndo era mais possivel ter uma escala pura s6 com nimeros inteiros, ou seja, fez-
se necessario abdicar da pureza a favor da simetria.

Considerando a simetria, a “coma pitagorica”, ao invés de ter onze quintas limpas e uma
imunda, foi dividida ao longo de doze quintas. Um batimento com uma diferenga bem pequena,
praticamente imperceptivel ao ouvido, ganhou entdo a possiblidade de tocar polifonicamente.
O preco matemadtico para isso € ndo trabalhar mais com nimeros inteiros, recorrendo-se aos
numeros irracionais. No contexto musical pitagdrico, € inconcebivel aceitar essa nova ideia e

iniciou-se uma crise na musica relacionada a qual sistematizacdo deveria ser utilizada.
2.7 Temperamento Igual

Considerando a dificuldade de ajustar os ciclos de quintas e oitavas, fez-se necessario
estabelecer um novo fundamento matematico. Stevin, fisico e matematico belga, foi o primeiro
a tentar resolver o problema abdicando dos nuimeros racionais e utilizando os numeros
irracionais.

Assim, deu-se o pontapé inicial para o desenvolvimento do temperamento — que
consistia em dividir a oitava em 12 intervalos iguais — e surgiu a duvida: qual o semitom que
gerava essa escala temperada (aquilo que a escala pitagdrica ndo conseguia fazer)?

Utilizando os numeros irracionais, a distincia entre as notas € constante. Entdo, €

possivel a transposi¢@o de tons e os instrumentos se tornam mais versateis.

Semitom Quinta Justa
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f=2 (%) ~ 1,059463

Semitom Pitagorico Quinta Pitagorica
f =22 =1,05349794 fl1=2>.fo=15fo

O f ¢ uma frequéncia, que elevada a “12 poténcia”, gera a oitava. Com ndmeros
racionais, ndo € possivel. Tirando a raiz 12 de 2, encontra-se 1,059463, obtendo-se notas e
intervalos iguais. O semitom pitagdrico tinha uma leve diferenca, que o ouvido ndo tem uma
grande percepcdo, mas tinha uma enorme importancia para a musica quando ocorria a

transposi¢ao de tons.

2.8 O enfraquecimento do Pitagorismo e a relacio dos niimeros Irracionais com o Calculo

No século XVI, criou-se a necessidade de dividir a oitava em 12 partes iguais, ou seja,
estabelecer uma nota igual entre a Do e a Ré, isto €, dividir o tom em duas partes iguais. No
entanto, os musicos da época ndo queriam construir essa relagdo porque ndo era algo
“pitagorico”. Era algo geométrico e geometria ndo era permitida na musica.

Vicenzo Galilei, outro importante estudioso, também abordou o tema de forma ndo
numérica, dizendo que essa abordagem poderia depender de fatores outros como o
comprimento da corda, a espessura, a tensdao ou uma abordagem sonora. Ademais, a
concordancia de intervalo depende da coincidéncia do periodo de vibragdo, comegando a ideia
de frequéncia.

Logo, o enfraquecimento do Pitagorismo com a introdu¢ao dos nimeros irracionais, na
revolucdo cientifica, € um dos responsaveis pela introdu¢@o do pensar (identidade do nimero
com a reta), além de esse problema musical ter uma contribui¢@o para a constru¢cao do nimero
Real no fundamento do Célculo. Essas relacdes se tornaram aritméticas, durante a musica,
fortalecendo os numeros continuos. Além disso, o som passa a ser tratado como fendmeno
acustico e representado como onda. A ideia da diferenca do som entre as ondas é o que

fortaleceu a base para o estudo musical.

3 CONCLUSAO

Por conta da dificuldade de transposi¢cao musical, do misticismo dos pitagdricos e das

limitacdes dos instrumentos rudimentares dos tempos antigos, fez-se necessario rever a



construcao da escala musical. Com a musica passando de aritmética para geométrica, criaram-
se modelos de sistematiza¢cdo do temperamento musical. Esse fator permitiu a polifonia. Entdo,
instrumentos diversos poderiam tocar juntos transpondo o tom. Tanto que J.S Bach, musico e
compositor, criou inimeros concertos explorando a0 maximo o temperamento igual.

Nesse contexto, o experimento do monocdrdio contribuiu para a constru¢ao do conceito
de fracdo, que ganhou um novo visual como um modelo musical. Os conceitos utilizados por
Pitdgoras para realizar esse experimento cooperaram com o aprendizado de conceitos
matematicos, como fracdes e propor¢des.

Além disso, a necessidade de se trabalhar com nimero irracionais para concluir o
modelo de sistematizacdo do temperamento musical, intuiu a ideia de nimeros continuos e
fortaleceu bastante o inicio do fundamento do Calculo com a constru¢do do nimero Real.

Quanto a abdicagao da “pureza” pitagorica, em favor da simetria e da equivaléncia entre
as notas, o temperamento igual foi difundido séculos depois, sendo ainda muito utilizando
atualmente.

Em suma, o desenvolvimento de conceitos matematicos no meio musical foi um fator

capaz de alavancar o aprimoramento do conhecimento cientifico.

10



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

FRAZAO, Dilva. Pitagoras: matemdtico grego. Matemdtico grego. 2019. Disponivel em:
https://www.ebiografia.com/pitagoras/. Acesso em: 01 jul. 2020.

SANTOS, Wigvan Junior Pereira dos. Escola pitagorica. 2020. Disponivel em:

https://alunosonline.uol.com.br/filosofia/escola-pitagorica.html. Acesso em: 29 jun. 2020.

GOMES, Carla Regina. PITAGORAS DE SAMOS: DE MISTICO A PRECURSOR DA
TEORIA DOS NUMEROS. In: BIENAL DA SBM, 2010, Jodo Pessoa. Trabalho [...]. Jodo
Pessoa: Ufpb - Universidade Federal da Paraiba, 2020. p. 1-4. Disponivel em:
http://www.mat.ufpb.br/bienalsbm/arquivos/Conferencias/CarlaReginaGomes/trabalho_final.
Acesso em: 29 jun. 2020.

RODRIGUES, José Francisco. A Matematica e a Musica. Revista Coloquio/Ciéncias, n. 23,

1999, p. 17-32. Disponivel em: https://cmup.fc.up.pt/cmup/musmat/MatMus_99.pdf. Acesso
em: 01 jul. 2020.

11



